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基于近似边界和聚类的昂贵多目标优化算法

张摇 峰
(中国电子科技集团公司第二十八研究所,江苏 南京 210007)

摘摇 要:不少工程优化问题涉及同时优化超过 2 个冲突的目标,并且目标函数的评估比较耗时,这类问题就属于昂贵的超

多目标优化问题。 由于目标空间过于庞大,并且只能使用较少的目标函数评估次数进行求解,这使得算法的收敛速度比

较缓慢以及难以保持较好多样性。 此外,许多算法往往忽略使用极值点的有效信息来加速算法收敛。 为了解决上述问

题,该文在一种新颖的超多目标进化算法的基础上,提出了一种基于近似边界和聚类的昂贵多目标优化算法。 通过使用

一组高斯过程近似目标函数来辅助算法进行评估,算法还使用极值点来加速收敛并优化出一个较好的候选种群,然后进

一步提出使用一种评价指标来批量挑选出一些最有价值的候选解,借此使得算法能够保持较好的收敛性和多样性。 最后

通过与多个流行的求解昂贵超多目标优化问题算法进行对比实验,证明了算法的有效性。
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Expensive Multi-objective Optimization Algorithm Based on
Approximate Boundary and Clustering
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Abstract:Many engineering optimization problems involve optimizing more than two conflicting objectives at the same time,and the e鄄
valuation of the objective function is time-consuming. This type of problem is the expensive many-objective optimization problem.
Because the objective space is too large,and only a small number of objective function evaluation times can be used for solving, this
makes the convergence speed of the algorithm slower and it is difficult to maintain good diversity. In addition,many algorithms often
neglect to use the effective information of extreme points to accelerate the algorithm爷 s convergence. In order to solve the above
problems,we propose an expensive multi-objective optimization algorithm based on approximate boundaries and clustering on the basis of
a novel many-objective evolutionary algorithm. By using a set of Gaussian processes to approximate the objective function to assist the
algorithm for evaluation,the algorithm also uses extreme points to accelerate convergence and optimize a better candidate population.
Then we further propose to use an evaluation indicator to select some of the most valuable candidate solutions in batches,so that the
algorithm can maintain better convergence and diversity. Finally,through comparative experiments with a number of popular algorithms
for solving expensive many-objective optimization problems,the effectiveness of the algorithm is proved.
Key words:expensive many - objective optimization problem; nadir point;many - objective evolutionary algorithm; expensive multi -
objective optimization algorithm;Gaussian process

0摇 引摇 言
许多实际工程优化问题通常都面临同时优化多个

相互冲突的目标,并且由于一些特殊的原因,导致目标

函数的评估需要进行十分耗时的仿真实验,这会造成

目标函数的评估变得十分昂贵,这一类问题就统称为

昂贵 的 多 目 标 优 化 问 题 ( expensive multiobjective
optimization problem,EMOP) [1]。 当冲突目标数大于 2
时,这类问题可以称为昂贵的超多目标优化问题。 昂

贵的超多目标优化问题广泛存在于工业生产和科学研

究中,因此,高效地求解昂贵的超多目标优化问题拥有

十分重要的理论价值。

1摇 概摇 述
1. 1摇 昂贵的目标优化问题定义

一个最小化的连续昂贵多目标优化问题(EMOP)
的数学表达式如下:

minimize F(x) = ( f1(x),…,fm(x))
subject to x 沂 赘 (1)
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其中,决策空间用 赘 沂 Rn 来表示, F:赘 寅 Rm 是由 m
个实值目标函数组成的目标空间, x = (x1,…,xn)

T 沂
赘 则用来表示 EMOP 中的一个解。
1. 2摇 相关定义简介

假设存在两个解 a,b沂赘 ,做出如下定义,当且仅

当对 坌i沂{1,…,m} 都有 f i(a) 臆 f i(b) ,并且至少存

在 埚j沂{1,…,m} 使得 f j(a) < f j(b) 时,则称 a 支配

b 并记为 a 刍 b 。 再假设存在一个解 x* 沂 赘 ,若不存

在一个解 x 沂 赘 使得 x 刍 x* ,则称 x* 为 Pareto 最优

解, F(x*) 则为 Pareto 最优目标向量。 所有 x* 形成

的集合称为 Pareto Set(PS),其对应的目标向量则称为

Pareto Front(PF) [2]。
边界一般包括理想点 z* ( Ideal Point)和极值点

znad (Nadir Point)。 这两个点的定义如下所示:
z*j = min

x沂赘
f j(x), j 沂 {1,…,m} (2)

znadj = max
x沂PS

f j(x), j 沂 {1,…,m} (3)

昂贵的多目标优化算法最终会优化出一组近似

PF 的解集,决策者可以根据需求来挑选出一个合适的

解进行决策。
昂贵的多目标优化算法性能则是通过衡量其近似

PF 的收敛性和多样性来评价的。 收敛性和多样性分

别是指算法近似出来的 PF 距离真实 PF 的远近,以及

能否较好地表示整个 PF。
1. 3摇 昂贵多目标优化算法研究综述

多目标进化算法被认为是一种高效求解多目标优

化问题[3- 5]的有效方法,其主要通过进行大量的目标

函数评估来有效地求解问题。 然而,由于 EMOP 往往

只能进行少量的目标函数评估,多目标进化算法难以

有效地求解问题。 在此背景下,许多相应算法被设计

出来求解 EMOP。
多目标进化算法 NSGA-II[6] 主要通过快速非支

配排序和计算拥挤距离,在求解低目标的 EMOP 上仍

有较为理想效果。 随着机器学习领域的发展,许多学

者开始使用机器学习的方法来构建代理模型进行辅助

算法评估,Knowles 提出了一个经典的昂贵多目标进

化算法 ParEGO[7],其主要思想是随机挑选一个子问题

并使用高斯过程[8]建立代理模型进行辅助选解,最后

根据贝叶斯优化[9]的相关思想,挑选出最有价值的一

个解进行评估,通过优化多个单目标子问题的最优解

来近似出一组多目标优化问题的 PF。 随后,Zhang 等

人提出的 MOEA / D-EGO[10] 则使用多个高斯过程近

似目标函数来辅助选解,并在 MOEA / D-DE[11]的基础

上进行协同优化出一组解,并挑选出一部分最有前途

的解进行真实目标函数评估,与 ParEGO 不同的是,
MOEA / D-EGO 可以一次批量优化出多个解,方便结

合并行技术来同时评估多个解,以提升算法运行效率。
在针对目标数大于 3 的 EMOP 上,Chugh 等人提出的

K-RVEA[12],虽然同样使用高斯过程来近似目标函

数,但在代理模型管理上,则根据高斯过程预测的不确

定性、参考向量分布的情况还有解的位置来权衡算法

是趋向收敛性还是多样性,此外还提出一种挑选训练

样本的方法来节省高斯过程训练模型的时间,通过以

上方法使得 K-RVEA 能够有效地求解昂贵的超多目

标优化问题。 尽管上述算法能够有效地求解一些

EMOP,但缺乏有效地利用边界点的有用信息来提升

进化效率,此外,随着目标数的上升,导致目标空间过

于庞大,算法难以较好地保持收敛性和多样性,如何使

得算法能够高效地求解 EMOP 问题,依然是一个值得

探讨的问题。
1. 4摇 基于边界和聚类的超多目标进化算法

在 Singh 等人提出的一种角点解[13] 的基础上,有
人提出了一种基于近似边界和层次聚类的超多目标进

化算法(many-objective evolutionary algorithm based on
approximate boundary and hierarchical clustering,
MaOEA-ABHC) [14],MaOEA-ABHC 首先通过近似极

值点来加速算法收敛,并通过层次聚类的方法自适应

地产生一组权重向量来确保算法的收敛性和多样性。
通过以上方法结合,该算法能够有效求解一些目标数

大于 3 的多目标优化问题。 下面简单介绍下 MaOEA-
ABHC 的算法流程,更多详细的内容可以参考这篇

论文。
算法 1:MaOEA-ABHC。
输入:初始种群 C
输出:优化后的种群 C
1. 摇 while 没到达终止条件 do
2. 摇 摇 对 C 使用 SBX 算子产生子代 CO ;
3. 摇 摇 CU = C 胰 CO ;

4. 摇 摇 使用 CU 近似 z* ;

5. 摇 摇 使用 CU 求角点解集 SC 并近似 znad ;
6. 摇 摇 对 CU 进行层次聚类,并根据聚类中心产生若干权重

向量,根据聚合函数值挑选出新种群 C ;
7. 摇 end
8. 摇 return C 。

1. 5摇 研究动机

在求解目标数大于 3 的 EMOP 时,目标空间随着

目标数的上升,而变得十分庞大,但算法往往只能使用

有限的评估次数来求解 EMOP,这使得算法的收敛性

能受到严重的影响并且难以保持较好的多样性。 此

外,许多算法缺乏有效利用边界(极值点)的有用信息

来加速算法收敛过程。 该文在 MaOEA-ABHC 选解方

法的基础上,使用多个高斯过程来近似目标函数,并使

用贝叶斯优化中的效用准则来考虑代理模型预测的不
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确定性,将效用准则值取代预测目标函数值进行选解,
借此,将一些有用信息通过各个目标进行传递来引导

搜索,最后批量挑选出对当前种群有价值的一部分解

进行真实的目标函数评估,从而保证算法的收敛性和

多样性。

2摇 算法设计
2. 1摇 算法框架

这章节主要介绍提出的基于近似边界和聚类的昂

贵多目标优化算法(EMOA-ABC)的实现细节,EMOA-
ABC 的算法框架如下所示:

算法 2:EMOA-ABC 算法框架。
输入:决策变量个数 n ;目标变量个数 m ;候选种群数 N ;批

量挑选候选解数 KE ;算法的终止条件

输出:所有评估过的解集 P
1. 使用 Latin hypercube routine 生成初始种群 P = {(x i,

F(x i) | i = 1,…,11n - 1)} ;
2. 摇 while 没到达终止条件 do
3. 摇 摇 使用 P 训练 m 个高斯过程 GP 来近似目标函数;
4. 摇 摇 从 P 随机挑选 N 个解作为候选种群 C ;
5. 摇 摇 使用 MaOEA-ABHC 来优化 C ;
6. 摇 摇 CB = GetBestSols(P,C,KE) ;
7. 摇 摇 评估 CB ,且 P = P 胰 CB ;
8. 摇 end
9. 摇 return P 。

EMOA-ABC 主要分为 3 个阶段:
(1)初始化:主要使用 latin hypercube routine 来生

成一个规模为 11n - 1 的初始种群 P ,并使用真实的目

标函数评估来 P 。
(2)优化候选种群:首先使用 P 来训练 m 个高斯

过程 GP 来近似目标函数,然后从 P 中随机挑选 N 个

解作为初始的候选种群 C ,再使用 MaOEA-ABHC 来

优化 C 。
(3)挑选最佳候选解:从优化出来的候选种群 C

中批量挑选出 KE 个最有价值的候选解集 CB 进行真实

的目标函数评估。
2. 2摇 高斯过程

高斯过程是一种能够有效解决小规模昂贵多目标

优化问题的代理模型,假设 P = {x1,…,xTR} 是训练样

本, TR 是所有评估过的解的个数,高斯过程表达式如

下所示:
y = 滋(x) + 着(x) (4)

其中, 着(x) ~ N(0,滓2) , 滋(x) 表示 p 个选择函数和 茁
个系数的回归模型 F(茁,x) = 茁1c1(x) + … + 茁pcp(x) 。

坌x1,x2 沂 P , x1 和 x2 的协方差由下式计算得出:
cov[着(x1),着(x2)] = 滓2CT([d(x

1,x2)]) (5)
其中:

d(x1,x2) = exp(移
n

i = 1
- 兹i | x1

i - x2
i |

2) (6)

n 是决策变量数, CT 是 TR 伊 TR 的协方差矩阵, 兹1,
…,兹n 是一组超参数。

一个待测点 x 的近似值可由下式计算:

f
~
(x) = 茁 + cT(x)C -1

T (y - F茁) (7)
c(x) 是 x 和 P 的协方差向量,根据上式具有广义

最小二乘解,可得 茁 = (FTC -1
T F) -1FTC -1

T y 。
此外,预测方差 滓2 则为:

滓2(x) =
(y - F茁) TC -1

T (y - F茁)
TR

(8)

可以通过最大化下式来求出超参数 兹 。

追(兹) = -
NRIn滓

2 + In | CT |
2 (9)

该文使用 P 做训练样本,训练出 m 个高斯过程来

近似 m 个目标函数。
2. 3摇 优化候选种群

该文使用在处理超多目标优化问题上性能良好的

MaOEA-ABHC 优化候选种群 C 。 此外,MaOEA -
ABHC 迭代优化过程中,使用 LCB 效用准则[9]代替近

似的目标函数值进行挑选种群,LCB 效用准则的表达

式如下所示:
LCB(x) = 滋(x) - 琢着(x) (10)

其中, 琢 是参数,用来权衡开发与探索,文中 琢 = 1。
2. 4摇 批量挑选最佳候选解

在获 得 优 化 后 的 候 选 种 群 C 后, 使 用

Hypervolume Indicator[15](HV)来批量挑选最佳候选解

进行真实的目标函数评估。
算法 3:GetBestSols。
输入:已评估解集 P ;优化后的候选种群 C ;批量挑选最佳

候选解个数 KE

输出:最佳候选解集 CB

1. DP = nondominated - sorting(P) ;
2. 摇 H = 堙 ;
3. 摇 For each x 沂 C do
4. 摇 摇 使用 LCB 效用准则取代高斯过程预测 x 的目标函

数值;
5. 摇 摇 DT = DP 胰 x ;
6. 摇 摇 Hi = HV(DT,DP) ;
7. 摇 end
8. 摇 根据 H 挑选出最佳的 KE 个解,记为 CB ;
9. 摇 return CB 。

正如算法 2 所示,首先对所有评估过的解集 P 取

非支配操作,获得非支配解集 DP ,对候选种群 C 中的

每一个解 x ,使用 LCB 效用准则取代高斯过程近似的

目标函数值进行计算,将 x 和 DP 进行合并,组成一个

临时种群 DT ,通过计算 DT 的 HV 指标值来度量的 x
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潜在价值,所有解的 HV 指标值保存在 H ,并挑选出最

佳的 KE 个对应的候选解保存到 CB 中。 最后使用真实

的目标函数进行评估。

3摇 实验设计
3. 1摇 实验参数设置

选择 DTLZ 系列测试问题[16]来检验 EMOA-ABC
的算法性能。 此外,选择 4 个求解昂贵超多目标优化

问题的流行算法,来和 EMOA-ABC 进行对比,这些对

比算法主要包括 NSGA-II、MOEA / D-EGO、K-RVEA
和 ParEGO。 每个算法都独立地运行目标变量数 m 为

3 和 5 的 DTLZ 测试问题 10 次。 文中的决策变量数 n
均为 8。 所有算法的种群数都设为 150,并且每个测试

问题的最大目标函数评估次数都设为 300 次。 每个算

法都把所有评估过的解取非支配操作后再进行计算

指标。
除了 上 文 提 到 的 HV 指 标 外, 还 有 Inverted

Generational Distance[17]( IGD)等评价指标,该文主要

使用 IGD 来衡量所有算法的性能,上述算法均在

PlatEMO[18]上实现,并使用 PlatEMO 自带的 HV 计算

方法来计算所有算法的 HV 值。 此外,还使用置信度

为 0. 05 的 Wilcoxon 秩和函数来衡量 EMOA-ABC 与

其他对比算法的显著性,其中符号 =,表示 EMOA-
ABC 和其他对比算法没有显著性区别,而符号+和-分
别表示 EMOA-ABC 显著地比其他对比算法好和差。
对每个测试问题,根据算法效果进行了排名,并计算相

应的平均排名来对比算法性能。
3. 2摇 实验结果

实验结果如表 1 所示,提出的 EMOA-ABC 在大

多数测试问题上都取得了最佳的 IGD 值。 在大多数

测试问题上,EMOA-ABC 的性能都显著地优于其他

对比算法,并获取了最佳平均排名。 这表明 EMOA-
ABC 能够有效求解一些昂贵的超多目标优化问题。

表 1摇 所有算法在全部测试问题上的 IGD 均值、显著性符号和排名(每个问题的最佳指标值加粗显示)

测试问题 m EMOA-ABC MOEA / D-EGO K-RVEA ParEGO NSGA-II

DTLZ1 3 36. 481 6(1) 57. 823 9 +(4) 43. 745 9 =(2) 51. 949 1 +(3) 62. 674 7 +(5)

DTLZ2 3 0. 058 0 (1) 0. 270 8 +(5) 0. 105 7 +(2) 0. 259 5 +(4) 0. 233 1 +(3)

DTLZ3 3 96. 106 5(1) 128. 403 3 +(3) 139. 186 5 +(4) 127. 641 8 +(2) 191,932 9 +(5)

DTLZ4 3 0. 710 1(5) 0. 530 2 –(3) 0. 206 3 –(1) 0. 395 2 –(2) 0. 609 2 –(4)

DTLZ5 3 0. 006 0(1) 0. 188 6 +(5) 0. 038 8 +(2) 0. 151 8 +(3) 0. 164 9 +(4)

DTLZ6 3 1. 418 2(3) 1. 279 1 =(1) 2. 120 1 +(4) 1. 280 6 =(2) 4. 586 8 +(5)

DTLZ7 3 0. 241 8(4) 0. 136 4 =(1) 0. 163 9 =(3) 0. 154 4 =(2) 4. 136 9 +(5)

DTLZ1 5 14. 254 9(1) 22. 576 1+(3) 15. 034 0 =(2) 22. 880 7 +(4) 24. 347 6 +(5)

DTLZ2 5 0. 177 3(1) 0. 268 9 +(4) 0. 187 9 +(2) 0. 294 8 +(5) 0. 241 5 +(3)

DTLZ3 5 43. 105 1(1) 72. 008 0 +(5) 49. 039 7 =(2) 71. 761 6 +(4) 67. 510 6 =(3)

DTLZ4 5 0. 682 8(4) 0. 578 1 –(3) 0. 339 6 –(1) 0. 554 5 –(2) 0. 704 1 =(5)

DTLZ5 5 0. 014 6(1) 0. 123 4 +(5) 0. 030 5 +(2) 0. 122 4 +(4) 0. 081 6 +(3)

DTLZ6 5 0. 686 4(2) 0. 876 1 =(3) 0. 911 3 +(4) 0. 660 3 =(1) 3. 014 4 +(5)

DTLZ7 5 0. 436 5(1) 0. 645 9 +(4) 0. 515 5 =(2) 0. 529 3 +(3) 5. 546 7 +(5)

平均排名 1. 93 3. 5 2. 34 2. 93 4. 23

4摇 结束语
不少工程优化问题都和昂贵的超多目标优化问题

相关。 由于目标空间过于庞大,并且算法往往只能使

用较少目标函数评估次数,这使得多数算法收敛速度

比较缓慢。 此外,许多算法往往忽视使用极值点的有

用信息来帮助算法加速收敛并提升优化性能。 在一个

最新求解超多目标优化问题算法的基础上,使用高斯

过程进行辅助选解,并使用效用准则来引导搜索,然后

进一步提出用评价指标来挑选最佳候选解,保证了算

法的收敛性和多样性。 在未来,打算使用这个算法来

求解一些已经建模完毕的实际工程优化问题,并使用

一些近似 HV 指标方法来提升算法运行效率和性能。
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