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摘摇 要:在状态估计理论的实际应用中,系统的状态向量可能受到线性或者非线性约束条件的限制,如果可以将这些约束

条件有效地施加到滤波过程中,则从理论上可以获得更高的滤波精度。 针对非线性状态约束滤波,可以通过泰勒级数展

开将非线性约束函数线性化,该方法需求解非线性约束函数的雅可比矩阵,然而实际问题中总有雅克比矩阵不存在的情

况。 采用水平滑动估计算法,该算法无需求解雅可比矩阵,然而该方法需要计算非线性约束最优化问题,算法时间复杂度

较高。 为此,在状态向量的高斯假定下,提出了一类迭代收缩非线性状态约束滤波方法。 该方法结合容积卡尔曼滤波、求
积分卡尔曼滤波、中心差分卡尔曼滤波和不敏卡尔曼滤波思想,分别采用几种不同的数值方法对积分进行近似,获得了几

种解决非线性状态约束的实现算法。 在实现过程中,为了减小基点误差对于滤波结果的影响,采用迭代的方法,给非线性

状态约束函数施加一系列噪声,使得在量测更新步骤中方差逐步收敛,使约束逐渐增强,提高了状态估计的精度。 实验结

果表明,该类方法的几种实现算法滤波精度较高,时间复杂度较为适中,无需求解雅可比矩阵或黑森矩阵。
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Abstract:In the practical application of state estimation theory,the state vector of the system may be restricted by linear or nonlinear con鄄

straints. If these constraints can be effectively applied to the filtering process,higher filtering accuracy can be obtained theoretically. For
nonlinear state constrained filtering,the nonlinear constraint function can be linearized by Taylor series expansion. This method needs to

solve the Jacobian matrix of the nonlinear constraint function,but there will always be situations where the Jacobian matrix does not exist
in practical problems. The horizontal sliding estimation algorithm is adopted. The algorithm does not need to solve the Jacobian matrix,

but the method needs to calculate nonlinear constrained optimization problems,and the time complexity of algorithm is high. Therefore,

under the assumption that the state vector is subject to the Gaussian distribution,we present a class of iterative shrinkage nonlinear state
constraints filter. The method combines with the cubature Kalman filter ( CKF), quadrature Kalman filter (QKF), central divided

differences Kalman filter ( CDKF), unscented Kalman filter (UKF), respectively, and uses several different numerical methods to
approximate the integrals appeared in the process. Consequently,some implemental algorithms are obtained and can be used to solve the

problem of nonlinear state constraints. In the process of implementation, in order to diminish the influence of base point error in the
filtering results,we apply a series of noises to the nonlinear state constraints function by using the iterative style,as a result,the variance

gradually converge in the measurement update step,and the constraints are gently tighten step by step,which improves the precision of the
state estimation. The experimental results show the proposed algorithms have higher precision and lower time complexity compared with

the other available algorithms. Besides,they can work well without solving the Jacobian matrix or the Hessian matrix.
Key words:nonlinear state constraints;state estimation;unscented Kalman filter;cubature Kalman filter;quadrature Kalman filter;central
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divided differences Kalman filter

0摇 引摇 言
在状态估计问题中,系统的状态向量可能会受到

许多约束条件的限制,如果可以用这些约束条件对状

态向量进行修正,便可以更加逼近系统真实值,从而使

得滤波估计结果更加精确。 因此,研究约束条件下滤

波算法是非常有意义的[1-3]。
约束条件分为线性以及非线性。 解决线性约束问

题的相关方法可以参见 Simon 的综述文章[1]。 针对非

线性约束下的状态估计问题,人们也进行了很多研究

并提出了很多算法。 1995 年,Michalska 等人提出了水

平 滑 动 估 计 算 法 ( Moving Horizon Estimation,
MHE) [4],该算法在非线性约束条件的限制下,采用最

优化方法对一个区间内的估计误差和观测误差进行最

小化,能够获得很高的滤波精度,但其算法时间复杂度

较大,即使实现过程中使用了较小的滑动窗口,仍然需

要花费很多的时间。 1997 年,De Geeter 等人给出了平

滑约 束 卡 尔 曼 滤 波 ( Smoothly Constrained Kalman
Filter,SCKF) [5],该算法滤波精度较高,时间复杂度较

低。 2002 年,Simon 等人提出的一阶泰勒级数展开非

线性约束算法(Linearized Constrained,LC) [6],该算法

采用一阶泰勒级数展开方法对非线性状态约束函数进

行线性化,再通过线性化约束算法中的投影方法进行

滤波。 为了提高滤波精度,2009 年,Yang 等人提出了

一种新的滤波算法冥二阶泰勒级数展开非线性约束方

法(2ord Nonlinear Constrained,2ord NC) [7],其滤波精

确度高于 LC 算法,但其耗费时间较大。 除了 MHE 算

法之外,其余几种算法也都只能在弱非线性约束中适

用,且都需要计算非线性状态约束函数的雅克比矩阵。
针对以上问题,文献[8]中提出了一种基于 UT 变

换的迭代收缩非线性状态约束滤波算法(为了与下文

保持一致,此处简称为 ISNC-UKF),该算法可以处理

强非线性约束下的状态估计问题,能够获得较好的滤

波精度,时间复杂较小,且实现过程中无需计算非线性

状态约束函数的雅克比矩阵。 在该算法的启发下,将
文献[8]中的算法进行一般化,该文提出了一种解决

非线性状态约束的算法框架。 该方法可以采用多种基

于确定点采样滤波算法。 包括:不敏卡尔曼滤波算法

(Unscented Kalman Filter,UKF) [9]、求积分卡尔曼滤波

算法(Quadrature Kalman Filter,QKF) [10]、中心差分卡

尔曼滤波算法 ( Central Divided Differences Kalman
Filter,CDKF) [11]、 容积卡尔曼滤波算法 ( Cubature
Kalman Filter,CKF) [12]。 结合上述四种非线性滤波算

法,提出了高斯分布下的一般性非线性状态约束方法

的框架。 为了减小基点误差[7] 对于滤波结果的影响,

采用迭代的方法,使得约束逐渐变强,最终获得更好的

滤波精度。 从而得到了几种相应的解决非线性状态约

束的滤波算法,即:迭代收缩非线性状态约束求积分卡

尔曼 滤 波 算 法 ( Iterative Shrinking Nonlinear State
Constraints Based on Quadrature Kalman Filter, ISNC-
QKF)、迭代收缩非线性状态约束中心差分卡尔曼滤

波算法( Iterative Shrinking Nonlinear State Constraints
Based on Central Divided Differences Kalman Filter,
ISNC-CDKF)、迭代收缩非线性状态约束容积卡尔曼

滤 波 算 法 ( Iterative Shrinking Nonlinear State
Constraints Based on Cubature Kalman Filter, ISNC -
CKF)。 这些算法在保证较高滤波精度和较低时间复

杂度的前提下,能够解决非线性约束函数雅克比矩阵

不存在或者雅克比矩阵难以求解的问题。

1摇 问题描述
假定高斯条件下系统的状态方程和量测方程分

别为:
xk = f(xk-1) + vk (1)
yk = h(xk) + nk 摇 摇 摇 摇 (2)

其中, xk 和 yk 分别是 k 时刻的状态值和量测值, f 和 h
分别为状态转移函数和量测函数, vk ~ N(0,Qk) 和

nk ~ N(0,Rk) 分别为过程噪声和量测噪声,且它们互

不相关。 现假设状态值 xk 受到的非线性约束函数

如下:
g(xk) = dk 摇 摇 (3)

式中, g 与 dk 分别为已知的非线性状态约束函数和向

量。 此约束问题即为通过式(3)对状态向量进行修正

从而得到更加精确的状态估计值。

2摇 高斯非线性约束滤波的贝叶斯形式
在式(3)中, x 为服从高斯分布的随机向量,因此

函数 g(x) 的值也可以写成一个积分形式:

I(g) = 乙
D

g(x)w(x)dx (4)

其中, D 为积分区域, g( . ) 为任意非线性函数, w( . )
为一个加权函数。 式的积分为“非线性函数 伊 高斯密

度冶形式,因此可以采用数值解法进行近似[13-14],即:

I(g) 抑 移
m

i = 1
w ig(字 i) 摇 (5)

上述数值积分问题的关键点在于:确定西格玛点

以及相应权值。 假设对于 n 维的状态向量,可以分别

借助 UKF、QKF、CDKF、CKF 算法中的思路进行求取。
其中借助 UKF 算法的实现思路已经在文献[8]中予

以介绍,因此该文予以省略。
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QKF 滤波是在高斯厄米特滤波基础上提出的,下
面给出高斯厄米特求积分规则[10]。 假定一个随机变

量 x ,其高斯密度为 N(x;0,1) ,则可得函数 g(x) 的

期望值为:

E[g(x)] = 乙
迬 n
g(x)N(x;0,1)dx 抑 移

m

i = 1
w ig(孜 i)

(6)
其中, 迬 n 表示 n 维实数空间。 可通过正交多项式及

对称三对角矩阵的相关关系求解积分点 孜 i 及其相应

的权值 w i ,通常积分点的个数取 3,此时有:

孜 i = 2 着 i,摇 1 臆 i 臆3 (7)

其中, 着 i 是 J 的第 i 个特征值,假设 J i,i +1 = i / 2 (1 臆
i 臆2) 为一个对称三对角矩阵,对角元素为 0。 其相应

权值为:
w i = (vi)

2
1,摇 1 臆 i 臆3摇 (8)

其中, (vi) 1 表示 J 的第 i 个特征向量的第一个元素。
因为随机变量 x 中各个元素互不相关,可将式扩展至

多维形式:

E[g(x)] 抑 移
m

l i = 1
w l ig(孜 l1… 孜 ln x

) = 移
nx

l = 1
w lg(孜 l) (9)

CDKF 是借助 Stirling 插值多项式近似非线性函

数,采用中心差分代替泰勒级数展开中的一阶和二阶

导数,实现非线性函数向线性函数的转换[11]。 即有:

Ñf = f(x + h啄x) - f(x - h啄x)
2h 摇 (10)

Ñ
2 f = f(x + h啄x) + f(x - h啄x) - 2f(x)

h2 (11)

其中, h 表示中心差分区间长度,对于高斯假设下的系

统, h取值为 3, 啄x表示一个具有零均值且与随机变量

x 有着相同协方差的随机变量。
CDKF 的具体实现方法和 UKF 的类似,都是采用

了对称策略求取 Sigma 点 字 i ,对于 n 维的随机变量 x
需计算 2n + 1 个 Sigma 点 字 i 。

字0,k = x̂k 摇 (12)

字 i,k = x̂k + (h Pk ) i,摇 i = 1,2,…,n (13)

字 i +n,k = x̂k - (h Pk ) i,摇 i = 1,2,…,n (14)

其中, (h Pk ) i 表示取矩阵 h Pk 第 i 行或者列的

元素。
其相应权值为:
w0 = (h2 - n) / h2 摇 摇 摇 (15)
w i = 1 / 2h2,摇 i = 1,2,…,2n 摇 (16)
CKF 确定点以及相应权值的计算根据容积规

则[12]。 考虑下面一个求积分问题:

I( f) = 乙
迬 n
f(x)exp( - xTx)dx (17)

为了数值化计算上式积分问题,首先将其转换为

一个更常用的球面径向形式,需将 x 转换成球面半径 r
和方向向量 y的乘积,即: x = ry ,其中, yTy = 1,那么上

式可写为:

I( f) = 乙¥

0
乙
Un

f( ry) rn-1exp( - r2)d啄(y)dr (18)

其中, Un 表示半径为 1 的球表面, 啄(·) 为积分域 Un

内的元素。 令:

S( r) = 乙
Un

f( ry)d啄(y) 摇 (19)

则式(18)可写为:

I = 乙¥

0
S( r) rn-1exp( - r2)dr (20)

针对式(19)和式(20),分别采用 mr 点高斯厄米

特求积分规则和 ms 点球面规则,可得到 mr 伊 ms 点的

球面径向求容积规则为:

乙¥

0
S( r) rn-1exp( - r2)dr = 移

m r

i = 1
a iS( r i) (21)

乙
Un

f( ry)d啄(y) = 移
m s

j = 1
b j f( r y j) (22)

I( f) = 乙
迬 n
f(x)exp( - xTx)dx 抑

移
m s

i = 1
移
m r

j = 1
a ib j( r i y j) (23)

那么,对于式(17)、式(4)中的积分问题就可以通

过上述方法解决。

I(g) = 乙
D

f(x)w(x)dx 抑 移
m

i = 1
w i f(着 i) (24)

当 mr = 1, ms = 2n 时,对于一个三阶球面径向规

则,需计算出 m = 2n 个容积点 着 i ,计算公式为:

着 i = m / 2 [1] i,摇 i = 1,2,…,m (25)
其相应权值为:
w i = 1 / m,摇 i = 1,2,…,m 摇 (26)

3摇 迭代收缩非线性状态约束滤波
为了解决非线性状态约束问题,在状态向量符合

高斯分布的假设下,采用上述方法对积分进行数值近

似。 为了进一步提高状态估计的精度,给非线性约束

施加一系列由强到弱的噪声,通过最佳量测[15-16] 的方

法迭代求取状态估计值。 下面分别对这四种方法具体

实现过程进行阐述。
首先介绍采用 CKF 方法来解决非线性约束问题,

该方法简称 ISNC-CKF。 假设对于 n 维的状态向量其

k 时刻的状态估计值为 x̂k ,及其方差为 Pk ,首先根据

式(25)计算当前时刻状态向量 x̂k 的容积点 着 i,k ,然后

根据式(26)计算其相应的权值 w i 。 将得到的容积点

经过非线性状态约束函数变换:
灼 i,k = g(着 i,k), i = 0,1,…,2n (27)
计算非线性变换后的均值和协方差:
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灼
^

k = 移
2n

i = 0
w i灼 i,k (28)

P灼灼,k = 移
2n

i = 0
w i(灼 i,k - 灼

^

k) (灼 i,k - 灼
^

k)
T (29)

Px灼,k = 移
2n

i = 0
w i(着 i,k - x̂k) (灼 i,k - 灼

^

k)
T (30)

为了减小基点误差对于状态向量估计的影响,给
非线性状态约束函数施加一系列噪声 Rd,k 。 首先用

a 伊 P灼灼,k 将其乘积值作为第一次迭代时 Rd,k 的值,其中

a 沂 [0. 01,0. 1] 为一个常数,在实现过程中通常取经

验值,文中的取值为 0. 01。 在之后的迭代中, Rd,k =
Rd,kexp( - i) , i 为迭代的次数,使得方差逐渐递减,由
最小方差估计准则得到具有非线性状态约束条件下的

均值和协方差,即:
P灼灼,k = P灼灼,k + Rd,k (31)

軌xk = x̂k Px灼,k P
-1
灼灼,k(d - 灼

^

k) (32)

P
~

k = Pk - Px灼,k (Px灼,k P
-1
灼灼,k)

T (33)
通过上述过程就可以得到非线性状态约束条件下

的状态估计值 軌xk 及其协方差 P
~

k 。
ISNC-UKF 方法的具体实现过程已经在文献[8]

中详细介绍,不再赘述。 其他几种方法的实现过程与

ISNC-CKF 类似,下面直接给出这些方法的实现步骤。
ISNC-QKF 方法的实现步骤如下:
Step1:根据式(7)计算当前时刻状态向量 x̂k 的积

分点,然后根据式(8)计算其相应的权值;
Step2:用式(27) ~ 式(30)计算非线性变换后的

均值及其协方差;
Step3:第一次迭代时,令 Rd,k = a P灼灼,k ,在之后的

迭代中 Rd,k = Rd,kexp( - i) , i 为迭代的次数;
Step4:采用式(31)获得当前的方差值 P灼灼,k ;
Step5:采用式(32)和式(33)获得系统的状态估

计值以及方差;
Step6:如果迭代次数超出预先设定值,则退出当

前循环;否则可另 x̂k = 軌xk,Pk = P
~

k ,再跳转至第一步。
ISNC-CDKF 方法的实现步骤如下:
Step1:根据式(12) ~ 式(14)计算当前时刻状态

向量 x̂k 的 Sigma 点,然后根据式(15)和式(16)计算其

相应的权值;
Step2:用式(27) ~ 式(30)计算非线性变换后的

均值及其协方差;
Step3:第一次迭代时,令 Rd,k = a P灼灼,k ,在之后的

迭代中 Rd,k = Rd,kexp( - i) , i 为迭代的次数;
Step4:采用式(31)获得当前的方差值 P灼灼,k ;
Step5:采用式(32)和式(33)获得系统的状态估

计值以及方差;

Step6:如果迭代次数超出预先设定值,则退出当

前循环;否则可令 x̂k = 軌xk,Pk = P
~

k ,再跳转至第一步。
在上述迭代收缩非线性状态约束滤波方法实现过

程中,迭代次数为 3 ~ 5 次时就能够得到一个较小且较

为稳定的估计均方根误差值,迭代更多次并不能对滤

波结果有明显改善,这是因为经过多次迭代后 Rd,k =
Rd,kexp( - i) 使得方差逐渐递减,对于方差 P灼灼,k 的影

响就会很越来越小,从而也减弱了对于估计均方根误

差收敛的影响。

4摇 仿真实验及结果分析
利用钟摆运动[1]仿真实例验证滤波算法。 可设系

统的动态方程及量测方程为:
兹 k+1 = 兹 k + T棕 k + v兹,k 摇 (34)

棕 k+1 = 棕 k - Tg
L sin兹 k + v棕,k (35)

yk = [兹 k 棕 k]
T + nk (36)

其中,已知 k 时刻的系统状态向量为 xk = [兹 k 摇 棕 k]
T ,

兹 k则为 k 时刻钟摆所摆动的角度值, 棕 k 为 k 时刻钟摆

动的角速度值。 yk 为 k 时刻系统量测值, T 表示步长,
g 表示重力加速度,L 表示钟摆长度,且[v兹,k 摇 v棕,k]

T ~
N(0,Qk) 和 nk ~ N(0,Rk) 分别为互不相关的过程噪

声及量测噪声。
由机械能守恒定理可知,钟摆运动系统中的状态

向量应符合如下的非线性状态约束条件:

- mgLcos兹 k + 1
2 m (L棕 k)

2 = C (37)

其中, m 表示钟摆的质量, C 为系统所具有的机械能

能量常数。 实验仿真参数设置: x0 = [ 仔
4

仔
50]

T

,P0 =

diag([1 1]) , m = 1, L = 1, T = 0. 05, g = 9. 81, Q =
diag([0. 007 0. 0072]) , R = diag([0. 12 摇 0. 12]) ,
迭代次数为 5 次,Monte Carlo 仿真 100 次。

状态 估 计 过 程 采 用 扩 展 卡 尔 曼 滤 波 算 法

(Extended Kalman Filter,EKF) [17],再通过非线性约束

函数即式(37)、式(3)对状态估计结果进一步进行修

正,采用以下滤波算法:水平滑动估计滤波算法

(MHE)、平滑约束卡尔曼滤波算法(SCKF)、一阶泰勒

级数展开非线性约束算法(LC)、二阶泰勒级数展开非

线性约束滤波算法 (2ordNC)、最佳量测滤波算法

(PM)、迭代收缩非线性状态约束不敏卡尔曼滤波算

法( ISNC-UKF)以及文中给出的迭代收缩非线性状态

约束求积分卡尔曼滤波算法( ISNC-QKF)、迭代收缩

非线性状态约束中心差分卡尔曼滤波算法( ISNC-
CDKF)及迭代收缩非线性状态约束容积卡尔曼滤波

算法( ISNC-CKF)进行实验仿真。
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表 1 为各种约束滤波算法的误差值,包括角度误

差值以及角速度误差值,将算法误差性能由高到低排

序为:MHE4、MHE2、SCKF、ISNC-CDKF、ISNC-QKF、
ISNC-CKF、ISNC-UKF、2ordNC、LC、PM 及未施加非

线性约束函数的 EKF。 从表中可以看出,文中给出的

滤波算法 ISNC-CDKF、ISNC-QKF、ISNC-CKF 的误

差差别很小,和已有的滤波算法 ISNC-UKF 类似,且
和滤波算法 SCKF 的误差基本相当。

表 1摇 各种算法误差性能对比

算法 角度 / rad 角速度 / ( rad / s) 算法 角度 / rad 角速度 / ( rad / s)

MHE4 0. 007 705 1 0. 010 763 8 ISNC-UKF 0. 010 695 1 0. 026 383 6

MHE2 0. 007 975 7 0. 012 300 1 2ordNc 0. 011 017 9 0. 027 659 5

SCKF 0. 010 669 8 0. 026 302 3 LC 0. 011 040 5 0. 027 688 1

ISNC-CDKF 0. 010 694 1 0. 026 396 2 PM 0. 011 759 4 0. 030 410 8

ISNC-QKF 0. 010 694 2 0. 026 383 1 Unconstrained 0. 019 119 2 0. 037 229 7

ISNC-CKF 0. 010 695 0 0. 026 395 9

摇 摇 表 2 给出了上述滤波算法实现过程中所耗费的时

间,算法耗费时间从高到低依次是 MHE4、MHE2、
ISNC-QKF、 ISNC -UKF、 ISNC -CDKF、 ISNC -CKF、
2ordNC、SCKF、PM、LC 以及没有加非线性约束状态条

件的 EKF。 从表中的数据可以看出,该文提出的滤波

算法中 ISNC-CDKF 及 ISNC-CKF 其耗费时间基本相

当,和 ISNC-UKF 算法耗费时间类似,而 ISNC-QKF
的耗费时间也应该和上述三种滤波算法相当,但是由

于在算法实现过程中计算积分点时耗费了额外的时

间,而积分点的计算可以离线获得,故 ISNC-QKF 和

ISNC-CKF、ISNC-CDKF 及 ISNC-UKF 的耗费时间是

基本相当的。 虽然 SCKF 滤波算法和该文提出的三种

滤波算法相比较,误差较低、耗费时间少,但该算法值

仅适用于弱非线性情况,对于非线性约束函数雅克比

矩阵不存在或者雅克比矩阵难以求解的情况,若使用

该算法,只会使得滤波失效,而该文给出的这三种算法

可以适用于强非线性情况,能够避免上述问题。 MHE
滤波算法和这三种算法相比较,虽然误差很低,但是其

耗费时间却很大。 综上所述,给出的三种算法不仅无

需求解非线性约束函数雅克矩阵,且能够使得滤波结

果更加逼近真实值,算法处理时长也较短。
表 2摇 各种算法消耗时间对比

算法 耗费时间 / s 算法 耗费时间 / s

MHE4 18. 7 2ordNc 0. 11

MHE2 9. 25 SCKF 0. 10

ISNC-QKF 2. 37 PM 0. 09

ISNC-UKF 0. 74 LC 0. 06

ISNC-CDKF 0. 61 Unconstrained 0. 04

ISNC-CKF 0. 55

5摇 结束语
在处理非线性状态约束估计问题时,若约束函数

为弱非线性时,可采用泰勒级数展开方式近线性化非

线性约束函数,但是在实现过程中可能会出现以下问

题:状态估计中需求解非线性函数的雅克比矩阵,然而

雅克比矩阵也可能不存在或易于求解,另外在许多应

用条件的影响下,滤波结果也可能会出现精度差、估计

有偏或者发散等问题。 为了避免上述问题,提出了高

斯假设下的一类迭代收缩非线性状态约束滤波方法,
并给出了几种实现算法,包括: ISNC -QKF、 ISNC -
CDKF、ISNC-CKF。 与已有的 ISNC-UKF 算法性能类

似,都无需求解非线性函数的雅克比矩阵,算法实现过

程中采用最佳量测的方法迭代求解状态估计值,滤波

精度较好,时间复杂度适中。
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