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一种求倒数近似值的量子算法及其量子电路

朱家良,叶摇 宾,季摇 雯
(中国矿业大学 信息与控制工程学院,江苏 徐州 221116)

摘摇 要:求取一个无符号数的倒数在数值计算中有着重要的应用。 如何在量子电路中高效准确地求出倒数,影响着许多

量子算法的性能。 在此提出了一种求倒数近似值的量子算法及其量子电路的设计方法。 首先将输入的二进制数存储在

输入寄存器中;通过添加 Toffoli 门将两个 n 位二进制数每一位相乘的结果保存在 2n 个辅助量子比特中;再重复利用基础

量子门设计出的 n 位量子全加器对辅助量子比特进行低位置零的移位相加;用控制非门设计置零电路对辅助寄存器进行

置零操作以重复利用辅助量子比特,最后设计出了一种量子电路宽度较小的量子乘法器。 应用牛顿迭代法解得一个求倒

数近似值的系统图,然后在上述量子全加器和量子乘法器的基础上,设计出系统中各模块的量子电路图,最后连接各模块

电路图,形成一个完整的求倒数量子算法的量子电路。 通过分析,该量子电路提高了辅助量子比特的利用率,并且具有较

低的计算复杂性。
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A Quantum Algorithm for Finding Reciprocal Approximation and
Its Quantum Circuit

ZHU Jia-liang,YE Bin,JI Wen
(School of Information and Control Engineering,China University of Mining and Technology,Xuzhou摇 221116,China)

Abstract:Finding the reciprocal of an unsigned number plays an important role in numerical calculations. How to find the reciprocal
efficiently and accurately in quantum circuits affects the performance of many quantum algorithms. A quantum algorithm is proposed to
calculate the approximation of the reciprocal and the corresponding quantum circuits are designed. Firstly,the input binary number is stored
in the input register. Then,the multiplication results of two n-bit binary numbers are stored in 2n auxiliary qubits by adding Toffoli gate.
After the least significant auxiliary bits are set to 0,the n-bit quantum full adder designed by the basic quantum gate is reused to shift and
add the auxiliary qubits. The zero setting circuit is designed by the CNOT gate to zero the auxiliary register,so the auxiliary qubit can be re鄄
used. Finally,a multiplier with small quantum circuit width is designed. Newton iterative method is used to obtain a system diagram for re鄄
ciprocal approximation. Then based on the above-mentioned quantum full adder and quantum multiplier,each module of the system
diagram is designed. Finally,each module is connected to form a complete reciprocal quantum circuit. Through analysis,it can be seen that
the quantum circuit improves the utilization rate of auxiliary qubits and has low computational complexity.
Key words:quantum algorithm;quantum circuit;reciprocal;quantum adder;quantum multiplier

0摇 引摇 言
量子计算以其独特的并行计算特性,在机器学习、

高维数据挖掘、大数据处理、图像处理等领域有着巨大

优势[1-4]。 和传统的数字计算相比较,量子计算显著减

少了执行时间和能耗[5]。 量子计算机的基本存储单元

是量子比特,一个量子比特可表示量子态 | 0业 和 | 1业 的

叠加,因此一次运算就可同时处理两个基态。 处理2n 状

态的信息, n 个量子比特仅需一次操作,远快于 2n 个经

典比特所需的2n 次操作[6]。 正因如此,量子计算能够指

数级加速传统算法,被认为是解决算力不足的有效方法

之一。
求取一个无符号数的倒数在求解量子线性系统、量

子相位估计、量子支持向量机等领域有着广泛的应用。
在传统算法中常用牛顿迭代法、割线法等求取倒数的近

似值,但是需要多次的迭代计算。 量子计算的特性可以

显著降低牛顿迭代计算的问题规模。 Cao[7] 于 2007 年
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首次提出了一种基于牛顿迭代法近似求取正整数倒数

的量子线路,但其耗费辅助量子比特较多,线路结构复

杂。 该文提出一种更简洁的近似求取无符号数倒数的

量子算法,此算法以基本的量子全加器[8 -9 ]和量子乘法

器[ 10-11 ]为基础模块,通过少量辅助寄存器进行连接,经
过移位操作等搭建出量子电路。 经过分析,其时间复杂

度为 O(n3) ,空间复杂度为 O(2n3) ,具有量子代价小、
结构简单等特点,有利于降低构造量子电路的成本及物

理实现难度。

1摇 量子逻辑门基础
量子计算中的基本单位量子比特(qubit)与经典计

算机中的比特(bit)相对应,单量子比特的状态为 2 个基

态相叠加的形式[12]: | 渍业 = 琢 | 0业 + 茁 | 1业 ,其中 琢和 茁
均为复数,满足 琢 2 + 茁 2 = 1。

与经典计算机中的逻辑门类似,量子计算中的计算

单元由量子逻辑门组成,它们在数学上是一个幺正变换

和酉变换,并且这个变换是可逆的,在此介绍几种常用

的量子逻辑门:
非(NOT)门,是一个单量子门,量子电路符号如图

1(a)所示,它的作用是实现量子态从 | 0业 向 | 1业 的

翻转。
Hadamard 门又称 H 门,它的作用是将单量子态转

变为叠加态,如图 1(b)所示,它实现将 | 0业 状态转变为

| 0业 +| 1业
2

, | 1业 状态转变为
| 0业 -| 1业

2
。

受控非(CNOT)门[ 13 ],是一个双量子逻辑门,由控

制位和目标位组成。 如图 1(c)所示,它的作用是若控

制位的量子态为 | 0业 ,则目标位上的量子态不发生翻

转;反之,若控制位量子态为 | 1业 ,目标位上的量子态发

生翻转。
Toffoli 门[14],是一个三量子比特门,由两个控制位

和一个目标位组成。 如图 1(d)所示,仅当控制位 | a业
和 | b业 都为 | 1业 时,目标位 | c业 中的状态发生翻转,否
则不发生变化。

NOT Gate

Hadamard�Gate

CNOT Gate

Toffoli�Gate

图 1摇 量子逻辑门

测量门,将量子比特投影到经典比特中,实现观测。
如图 1(e)所示输入为处于叠加态的量子位,输出投影

到 | 0业 和 | 1业 下的概率幅度。

2摇 量子乘法器的实现
2. 1摇 量子半加器

n 位的量子全加器是由 n 个半加器组成的,该文设

计的半加器包括 1 个 Toffoli 门和 2 个 CNOT 门,如图 2
所示。 其中 | a业 和 | b业 是输入的二进制数, | 0业 是辅助

量子位,结果存储在 | sum业 中, | cout业 是进位。
半加器的过程如下:
| a业 | b业 | 0业 | 0业 寅| a业 | b业 | sum业 | cout业 (1)
辅助量子位输出:
| 0业 | 0业 寅| sum业 | cout业 (2)
| sum业 = | a 茌 (b 茌0)业 摇 (3)
| cout业 = | ab 茌0业 摇 (4)

图 2摇 量子半加器

2. 2摇 n 位量子全加器

量子全加器是量子乘法器实现的基础。 2002 年,
Cheng Kai-Wen[8] 首次完善了量子全加器和量子全减

器的电路图。 常丽等人[9]于 2019 年采用了超前进位方

式,简化了量子全加器的结构。 在此基础上,该文根据

全加器的逻辑表达式设计出单比特的量子全加器电路

图,如图 3(a)所示(图 3(b)为其简化图)。 然后将多个

单比特的量子全加器组合,得到 n 比特量子全加器,如
图 3(c)所示。

| si业 = | ai 茌 bi 茌 ci -1业 摇 (5)
| ci业 = | aibi 茌 (ai 茌 bi)ci -1业 摇 (6)

其中, | ai业 是一个二进制数 a 的第 i 位, | bi业 是另一个

二进制数 b 的第 i 位, | c业 是进位 c 的第 i 位, | si业 是 a
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与 b 之和的第 i 位。

(a)单比特量子全加器电路图

(b)图(a)的简化图
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(c) n 比特量子全加器电路图

图 3摇 量子全加器

2. 3摇 量子乘法器

目前大多数的量子乘法器是在一个 n 量子比特的

寄存器中输入 | a业1 = | an-1业1 茚| an-2业1 茚 … 茚| a0业1

来表示整数 a = 2n-1an-1 + 2n-2an-2 + … + 20a0;在另一

个 n 量子比特的寄存器中输入 | b业2 = | bm-1业2 茚
| bm-2业2 茚 … 茚| b0业2 来表示整数 b = 2m-1bm-1 +
2m-2bm-2 + … + 20b0;第三个 l 量子比特的寄存器用来存

放前两个寄存器中的数相乘的结果,其状态为 | c业3 = |
cl -1业3 茚 | cl -2业3 茚…茚| c0业3,其中 c = 2 l -1cl -1 + 2 l -2cl -2
+ … + 20c0。 经过量子乘法器运算后各寄存器中的数值

改变如下:
| a业1 | b业2 | c业3 寅| a业1 | b业2 | c + abmod2 l业3 (7)
最后通过测量第三个量子寄存器,将其读数写入经

典寄存器来得到两数相乘的结果[15-17]。
2. 4摇 量子乘法器的移位实现

在实现量子乘法运算的过程中,最重要的一步就是

对乘数进行移位相加,例如实现110 和111 的乘积,其实

现步骤见图 4(a)。 由其规律可知,部分积之间的相加

要实现左移操作,即在量子计算机上实现移位寄存器。
文献[10]中设计的量子乘法器完善了移位寄存器的功

能,算法整体的时间复杂度为 o(n2) ,空间复杂度为

o(n2) 。 Suzuki[1 1 ]在 2020 年提出的量子乘法器的时间

复杂度和空间复杂度都较低,但是结构复杂。 该文运用

对寄存器低位置零的操作达到移位寄存器的效果,拥有

结构简单、复杂度低等优点。 具体步骤如下:
用寄存器 | 0业 s = | 0业 (m-1)

s 茚| 0业 (m-2)
s 茚…茚| 0业 (0)

s

来存放部分积的数值( s代表第 s个部分积,m代表两个

乘数中位数较多的二进制数的位数),例如上述例子中

110 与 111 的三个部分积分别表示为:
| 0业1 = | 0业 (m-1)

1 茚| 0业 (m-2)
1 … 茚| 0业 (0)

1 寅| 1业1 =
| 1业2

1 茚| 1业1
1 茚| 0业0

1

| 0业2 = | 0业 (m-1)
2 茚| 0业 (m-2)

2 … 茚| 0业 (0)
2 寅| 0业2 =

| 1业2
2 茚| 1业1

2 茚| 0业0
2

| 0业3 = | 0业 (m-1)
3 茚| 0业 (m-2)

3 … 茚| 0业 (0)
3 寅| 0业3 =

| 1业2
3 茚| 1业1

3 茚| 0业3

(8)
如图4(b)所示,将图4(a)中部分积的低位置零,再

与高位相加,即可实现与移位同样的效果,110 与 111 相

乘的部分积低位置零后表示为:
| 0业1 = | 0业 (m-1)

1 茚| 0业 (m-2)
1 … 茚| 0业 (0)

1 寅| 0业1 =
| 1业2

1 茚| 1业1
1 茚| 0业0

1

| 0业2 = | 0业 (m-1)
2 茚| 0业 (m-2)

2 … 茚| 0业 (0)
2 寅| 1业2 =

| 1业3
2 茚| 1业2

2 茚| 0业1
2 茚| 0业0

2

| 0业3 = | 0业 (m-1)
3 茚| 0业 (m-2)

3 … 茚| 0业 (0)
3 寅| 0业3 =

| 1业4
3 茚| 1业3

3 茚| 0业2
3 茚| 0业1

2 茚| 0业0
2

(9)
分析可知,此方法耗费寄存器的空间复杂度仅为

O(2n - 1) ( n 为两个乘数中位数较大的二进制数的位

数)。

图 4摇 置零乘法的实现步骤
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2. 5摇 量子乘法器的实现

下面按照图 3(b)中所示的乘法计算过程,将输入

寄存器、置零寄存器、全加器,以及输出寄存器(包含量

子寄存器和经典寄存器)合并以设计出完整的量子乘

法器。
如图 5 所示,输入寄存器中的 n 位二进制数 | a业1

= | a业 1 茚| a业 2 茚 … 茚| a业 n 和 m 位二进制数 | b业 2 =
| b业 1 茚| b业 2 茚 … 茚| b业 m 相乘,将部分积 | a0b t业 ,
| a1b t业 … | anb t业 ,( t = 0,1,…,m - 1)的结果分别存

放在置零寄存器:
| 0业 0 =| 0业

0 茚…茚| 0业 t0 茚…茚| 0业 m-1 ( t0 = 0),

| 0业 1 =| 0业
0 茚…茚| 0业 t1 茚…茚| 0业 m-1 ( t1 = 1)

左
| 0业 l =| 0业

0 茚…茚| 0业 t l 茚…茚| 0业 m-1 ( t l = n ,
l =2 伊 max(n,m) )上(第 s 个置零寄存器从第 ts 位开

始存放, s = 0,1,…,n );再将置零寄存器与全加器相

连,依次求出部分积 | 0业 0, | 0业 1,…, | 0业 l 的和(此过

程中可以通过对 | 0业 s 寄存器逐个清零来减少寄存器

的使用,大大降低空间复杂度),并将结果存放在寄存

器 | c业 3 =| c0业 3 茚…茚| cl业 3 中( l = 2 伊 max(n,m) );
最后通过测量将量子寄存器上的信息转化至经典寄存

器 c 上,实现结果的观测。

图 5摇 量子乘法器电路图

2. 6摇 量子乘法器复杂度分析

为了验证算法的有效性,该文用通用量子门作为

时间单元,辅助量子比特作为空间单元,分析基于牛顿

迭代法的量子倒数器的时间复杂度以及空间复杂度。
首先是时间复杂度的分析。 对于 n 位二进制数乘

以 m 位二进制数,该文改进的量子乘法器线路如图 5
所示。 在量子乘法器中,首先是用 Toffoli 门进行各位

二进制数的相乘操作,需要 mn 个 Toffoli 门。 随后将

辅助量子寄存器中的数进行相加,由图 3(a)可知,一
个比特的量子全加器由 2 个 Toffoli 和 5 个 CNOT 门

组成,因此 n 比特的量子全加器需要 7n 个通用量子

门。 进行 m 次加法操作,因此需要用 7mn 个通用量子

门。 因此整个乘法器需要用到 8mn 个通用量子门,时
间复杂度为 O(mn) 。 若计算的二进制数都是 n 位,则
时间复杂度为 O(n2) 。

其次是空间复杂度的分析。 由图 5 所知,对于 n
位二进制数乘以 m 位二进制数( m > n ),需要 m + n
个输入寄存器来储存输入的二进制数。 一个辅助量子

寄存器需要 m 个量子比特, m 个辅助量子寄存器一共

需要 2m2 量子比特。 所以量子乘法器一共需要 2m2 +
m + n 个量子比特,时间复杂度为 O(m2) 。 若计算的

二进制数都是 n 位,则时间复杂度为 O(n2)
该量子乘法器需要用到 8mn 个通用量子门,时间

复杂度为 O(n2) ( m = n 时)。 所需量子寄存器的数

量是 2m2 + m + n ,空间复杂度为 O(n2) ( m = n 时)。

3摇 求倒数近似值的量子算法及其量子电路
3. 1摇 牛顿迭代法

根据牛顿迭代公式:

xn+1 = xn -
f(xn)
f '(xn)

(10)

若求取已知数 姿 的倒数,则令函数 f(x) 为:

f(x) = 1
x - 姿 (11)

对 f(x) 求导得:
f (x) ' = - x -2 摇 摇 (12)
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联立式(6) ~ 式(8)可得:

xn+1 = xn +
x -1
n - 姿
x -2
n

= - 姿x2
n + 2xn (13)

其中, 姿 为所求倒数的原数,要求满足 姿 > 1; x0 为满

足 x0 > 0 且与 姿 -1 相近的二进制数。 图 6 为牛顿迭代

法的电路图。

图 6摇 利用牛顿迭代法求倒数的电路图

3. 2摇 求倒数近似值的量子算法及其量子电路实现

步骤

按照式(9)与图 6 的系统图,利用 3 个量子乘法器

和 2 个量子全加器可设计出单步牛顿迭代法对应的量

子电路,然后将每一步的迭代电路相连实现整个迭代

过程。 详细的迭代步骤如下:
(1)进行第一次迭代,将 2 和 x0 分别转化为二进

制数,输入量子寄存器 | a业 =| an-1业 茚| an-2业 茚 … 茚
| a0业 和 | b业 =| bm-1业 茚 | bm-2业 茚 … | b0业 中,把
| 2x0业 0 的结果放入辅助寄存器 | qcarry_sum0业 2n ( n
代表两个乘数中位数较多的二进制数的位数);

(2)以同样的步骤求得 姿 伊 x0 伊 x0 的结果,放入辅

助寄存器 | qcarry_sum1业 2n ;将 | qcarry_sum0业 2n 和

| qcarry_sum1业 2n 充当两个加数分别与全加器的两端

相连,求出 | - 姿x2
0 + 2x0业 0,放入寄存器 | qborrow业 中;

(3)通过测量将量子寄存器 | qborrow业 上的信息

转化至经典寄存器上,实现第一次迭代结果的观测。
量子电路图如图 7(a)所示;

(4)将上一步得到的结果作为新的输入 x1,以同

样的方法求出 | - 姿x2
1 + 2x1业 1。 将 n 个这样的电路迭

代相连( n 表示迭代的次数),如图 7(b)所示,即可在

输出端的经典寄存器上得到不同精度的 姿 -1 。 其中

姿 -1 的精度取决于迭代次数,迭代次数越多,精度

越高。

(a)一次迭代的倒数近似器电路

(b) n 次迭代的倒数近似器电路

图 7摇 求倒数近似值的量子电路图

4摇 量子倒数器代价分析
4. 1摇 时间复杂度

求取 n 位二进制数 姿 的倒数
1
姿 ,需要用到量子全

加器、量子乘法器、量子寄存器等模块,该文设计的量

子电路图分别如图 2、图 5 和图 7 所示。 由牛顿迭代法

的电路图可知,一共需要用到 3 次量子乘法器,1 次量

子全加器,而量子乘法器是基于量子全加器设计的,不
能单独讨论时间复杂度。 以输入的 x0 的位数和 姿 的

位数相同来计算,从最终的倒数器的电路来分析,在求

取 2x i 的时候,需要用到 2 次加法操作和 1 次低位置零

操作。 由全加器电路图可知,单比特全加器需要 2 个

Toffoli 门和 5 个 CNOT 门,因此 n 比特全加器一次加法

需要 7n 个通用量子门,所以两次加法操作的时间复杂

度为 O(14n) ,而低位置零操作不需耗费时间复杂度,
所以 2x i 的时间复杂度为 O(n) 。 同理可知, 姿x2

0 的时

间复杂度也为 O(n) ,所以 姿x2
0 的时间复杂度为

O(n2) 。 由于 - 姿x2
0 和 2x0 之间的加法时间复杂度小

于乘法,所以一步的倒数计算器最终的时间复杂度为

O(n2) 。 用 n 个倒数器进行叠加相连,时间复杂度

为 O(n3) 。
4. 2摇 空间复杂度

由图 7 所示, 姿与 x0 都为 n 位二进制数的时候,用
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以存放 姿 与 x0 的寄存器数量为 2n ,辅助寄存器

| qcarry_1业 1 至 | qcarry_n业 2n-1 的数量为 2n2 - n ,寄存

器 | qcarry_sum0业 和 | qcarry_sum1业 的数量一共为

4n ,寄存器 | qbarrow业 的数量为 2n - 1,因此一共所需

的寄存器为 2n2 + 7n - 1。 最终一次迭代的倒数计算

器的空间复杂度为 O(n2) 。 用 n 个倒数器进行叠加

相连,空间复杂度为 O(n3) 。

5摇 结束语
该文设计的基于牛顿迭代法的量子倒数计算器实

现了求取 n 位二进制数的倒数,并且改进了量子乘法

器,用低位置零操作代替移位操作。 该设计大大降低

了系统的空间复杂性。 时间复杂性分析进一步表明,
所设计的量子倒数器的时间复杂度并未远大于单独的

乘法器,且结构简单,易于优化,迭代次数可根据具体

精度需要任意选择。
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