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含约束和通信时滞的多智能体系统包含控制

张摇 旺,侯海良
(湖南人文科技学院 信息学院,湖南 娄底 417000)

摘摇 要:随着人工智能的发展,包含控制成为近年来研究的热点问题。 为了解决有向切换通信拓扑下含非凸输入约束和

通信时滞的采样多智能体系统包含控制问题,设计了一种基于投影的分布式非线性包含控制算法。 该算法只需要利用智

能体自身和相邻智能体的交互信息就能实现输入受限跟随者的包含。 首先将跟随者与领导者构成的凸区域的最大距离

选定为李雅普诺夫函数,接着引入约束算子描述跟随者的非凸约束,并将系统的非凸模型转化时变线性模型,然后运用李

雅普诺夫稳定性理论、凸分析等方法证明了在通信拓扑的并集中只要每个跟随者至少有一条从领导者到该跟随者的有向

路径,李亚普诺夫函数就能收敛到 0,也就是带输入约束和通信时滞的跟随者最终能够保留在领导者所形成的凸区域内。
最后通过数值仿真证明了所提出的控制算法能够解决输入受限的包含控制问题。
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Containment Control for Sampling Multi-Agent System with Input
Constraints and Communication Delays

ZHANG Wang,HOU Hai-liang
(School of Information,Hunan University of Humanities,Science and Technology,Loudi 417000,China)

Abstract:With the development of artificial intelligence,containment control has become a hot topic in recent years. In order to solve the
containment control problem of sampled-data multi-agent systems with nonconvex input constraints,communication delays and directed
switching topologies,a distributed nonlinear containment control algorithm based on projection is designed. The containment control of
each follower with input constraint can be achieved by using the information of itself and the local interaction information. Firstly,the
maximum distance from the followers to the convex region formed leaders is chosen as the Lyapunov function. A constraint operator is
introduced to describe the nonconvex constraint of the follower. The nonconvex system model is transformed into a time-varying linear
model. Then,by using Lyapunov stability theory and convex analysis,it is proved that the Lyapunov function converges to 0 as long as
each follower has at least one directed path from leaders to it in the union of communication topologies,namely,the followers with input
constraints and communication delays can eventually remain in the convex region formed by leaders. Finally,a numerical simulation is
given to show that the proposed control algorithm can solve this input-constrained containment control problem.
Key words:multi-agent;containment control;sampled system;input constraints;communication delays

0摇 引摇 言
近几年来,随着人工智能的普及,多智能体系统协

同控制受到了广泛关注。 包含控制作为其中一个重要

的分支,在实际中有着广泛的应用前景,如无人机护航

编队、多机器人协同避障等。 文献[1]提出了一种走走

停停的控制策略,解决了固定无向通信拓扑下的包含问

题,并首次明确了包含控制的目标是将一组跟随者智能

体驱动到由领导者构成的凸区域内。 文献[2-4]研究

了固定网络下的包含控制问题。 文献[5-6]研究了无

向切换网络的包含控制问题。 文献[7]分别研究了领导

者运动和静止两种情况下有向切换网络的包含控制问

题。 以上研究均未考虑时滞问题,实际上由于信息采

集、传输、处理等需要时间,时滞问题不可避免,必定会

对控制产生影响。 文献[8-11]研究了固定网络下考虑

通信时滞的包含控制问题。 文献[12]提出了一种基于

投影的非线性包含控制算法,解决了有向切换网络中存
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在通信时滞的包含控制问题。 文献[13]分别针对一阶

和二阶系统提出了两种不同的包含控制算法,解决了有

向切换网络中存在通信时滞的包含控制问题。 文献

[14]将文献[13]的研究内容拓展到离散系统中,并改进

了包含控制算法。
上述研究[1-14]假定智能体的控制输入和状态可以

任意变化。 但在实际应用中,受物理条件的限制,智能

体运动不可避免地要受到一些约束,如受能耗影响,机
器人的速度只可能在一定范围内变化。 文献[15-16]研
究了受约束的多智能体系统控制问题,其所受约束为凸

性,这往往与实际不符。 例如舰艇在水中可以朝各个方

向运动,速度最快的方向为舰艇的前进方向,各个方向

的运动速度形成了一个非凸区域。 在文献[15-16]研究

的基础上,文献[17-19]进一步研究了受非凸速度约束

以及非凸输入约束的控制问题。 需要强调的是文献[15
-19]都是研究多智能体系统一致性问题。 文献[20]
提出了一种基于投影的非线性包含控制算法,解决了

连续系统输入受约束的包含控制问题。
文献[1-20]中提到的系统均是离散的或者连续

的。 在实际应用中通常智能体使用的控制器为计算机

或微处理器,智能体的状态信息需要经过采样后传输

给邻居智能体,且在某些特定的环境中只能获得采样

数据。 与连续系统相比,采样系统只需要对采样数据

进行传输,减少了通信能耗。 与离散系统相比,采样系

统不需要将控制系统做离散化处理,且进行周期采样

得到的数据便于处理。 文献[21-22]研究了固定网络

下采样系统的包含控制问题。 文献[23]研究了切换

网络和通信时滞的采样系统包含控制问题,但都没有

考虑采样系统的约束问题。
该研究受输入约束和通信时滞影响的采样多智能

体系统包含控制问题,提出了一种基于投影的分布式

协调控制算法。 首先针对跟随者智能体设计了一种基

于投影的非线性包含控制算法,将所有跟随者智能体

到凸包的最大距离定义为李雅普诺夫函数,根据李雅

普诺夫稳定性理论证明只要每个跟随者智能体能直接

或间接至少收到一个领导者的信息,受限包含控制问

题就能解决。 最后通过数字案例证明了该包含控制方

法的有效性。

1摇 图论与预备知识
G(淄,着,A) 表示含 n 个节点的有向图, 着 哿 {( i,

j):i,j沂 淄} 表示边集, 淄 = {1,2,…,n} 表示节点集, A
= [a ij] 沂迬 n伊n 表示邻接矩阵的权值。 a ij 逸0 表示边的

权值, ( j,i) 沂 着 表示节点 i 能接收到节点 j 接收的消

息,当 ( j,i) 沂 着且 i屹 j时有 a ij > 0,否则 a ij = 0。 在有

向图 G(淄,着,A) 中,有向路径由有序边序列 ( i1,i2),

( i2,i3),… 构成,其中 ( i j,i j +1) 沂 淄 。 多个有向图 G1,
G2,…,GN 的并集为 GM , GM 仍是一个有向图,且 GM 的

边集等于全部有向图 G j,j = 1,2,…,M 边集的并集。
迣 + 表示所有正整数的集合, 迬 g 表示 g 维实列向量的

集合。 椰x椰 表示向量 x 的标准欧几里得范数。 PY(x)
表示 x 在封闭区域 Y 上的投影,定义为: PY(x i(k)) ==

arg min
x
-

i(k)沂Y
(x i(k) - x

-

i(k)) 。

引理 1:设凸集 Q沂迬 r 为非空封闭凸集, 酌i 沂迬 r

表示任意向量,如果 a i 逸0, i = (1,2,…,n) 满足移
n

i = 1
a i

= 1,那么有 椰移
n

i = 1
a i酌i - PQ(移

n

i = 1
a i酌i)椰臆移

n

i = 1
a i椰酌i -

PQ(酌 i)椰 。
定义 1:设 Ui 哿 迬 r 是一个有界的非空封闭集合,

当 x = 0 时, SU i
(0) = 0,当 x 屹0 时, SU i

(x) = x / 椰x椰
max

0臆渍臆椰x椰
{渍 | 渍兹x /椰x椰 沂 Ui,坌0 臆 兹 臆 1} ,则将

SU i
(x) 称为约束算子。 此外 0 沂 Ui , max

x沂U i

椰SU i
(x)椰 =

啄 i

-
、 inf

y埸U i

椰SU i
(x)椰 = 啄 i

-
,其中 啄 i

-
、 啄 i

-
均是正常数。

约束算子 SU i
(x) 的物理意义是找到与矢量 x方向

相同的矢量 SU i
(x) 使其满足 椰SU i

(x)椰 臆 椰x椰 ,并
且对于任意 兹 沂 [0,1] ,都满足 兹SU i

(x) 沂 Ui 。 值得

指出的是,该约束算子不要求 Ui 为凸性(如图 1 所

示)。

图 1摇 约束算子示意图

2摇 问题提出及系统设计
设多智能体系统由 l + n 个智能体组成,包括 l 个

领导者智能体(下文简称领导者)和 n 个跟随者智能

体(下文简称跟随者), F = {1,2,…,n} 表示跟随者集

合, L ={n + 1,n + 2,…,n + l} 表示领导者集合。 x i(k)
沂 迬 r 表示跟随者在 kT时刻的位置, u i(k) 沂迬 r 表示

跟随者在 kT 时刻的控制输入。 T > 0 表示采样周期,
为了简便起见,后面统一用 k 表示 kT 。 所有领导者和

跟随者构成了通信拓扑图 G(淄,着,A) 的节点集。
如一阶多智能体系统为连续系统,控制输入为采
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样数据,则动力学方程为: 觶x(t) = u(t) ,采样周期 [kT,
(k + 1)T] 内的位移为 驻x = u(k)T 。 因此受输入约束

的一阶采样系统模型为:
x i(k + 1) = x i(k) + SU i

(u i(k))T (1)
考虑通信时滞影响,设计包含控制算法为:

u i(k) = 移
j沂F

a ij(k)[x j(k - 子 ij) - x i(k)] -

ci(k)[x i(k) - PY i(k)(x i(k))] (2)
式中, 子 ij( i屹 j) 为跟随者 i 与 j之间的通信时滞, 子 ij <

子max , 子max 为最大通信时滞。 如果 a ij > 0,假设 a ij >
姿 , 姿 为一个正常数。 跟随者 i 如果能至少接收到一

个领导者的信息,则有 ci(k) > 0,否则 ci(k) = 0。 同样

假设如果 ci(k) > 0,则 ci(k) 逸 姿 。

3摇 稳定性分析
为了便于后续分析,定义一个新的变量 h i(k) ,当

k 逸0 时有:

摇 摇 摇 摇 h i(k) =
椰SU i

[移
j沂F

a ij(k)(x j(k - 子 ij) - x i(k)) - ci(k)(x i(k) - PY i(k)(x i(k)))]椰

椰移
j沂F

a ij(k)(x j(k - 子 ij) - x i(k)) - ci(k)(x i(k) - PY i(k)(x i(k)))椰

摇 摇 当移
j沂F

a ij(k)(x j(k - 子 ij) - x i(k)) - ci(k)(x i(k) -

PY i(k)(x i(k))) = 0 时,令 h i(k)= 1,0 < h i(k) 臆1 显然。

由欧几里得范数定义可得: SU i
[移

j沂F
a ij(k)(x j(k - 子 ij) -

x i(k)) - ci(k)(x i(k) - PY i(k)(x i(k)))] =

h i(k)[移
j沂F

a ij(k)(x j(k - 子 ij) - x i(k)) - ci(k)(x i(k) -

PY i(k)(x i(k)))] 。 由式(1)、式(2)可得:

x i(k + 1) = x i(k) + h i(k)[移
j沂F

a ij(k)(x j(k - 子 ij) -

摇 x i(k)) - ci(k)(x i(k) - PY i(k)(x i(k)))]T =

x i(k) + h i(k)T移
j沂F

a ij(k)(x j(k -

子 ij) - x i(k)) - h i(k)Tci(k)(x i(k) -
PY i(k)(x i(k))) =

x i(k) + h i(k)T移
j沂F

a ij(k)x j(k -

子 ij) - h i(k)T移
j沂F

a ij(k)x i(k) -

h i(k)Tci(k)x i(k) + h i(k)Tci(k)PY i(k)(x i(k)) =

[1 - h i(k)T(移
j沂F

a ij(k) + ci(k))]x i(k) +

h i(k)T移
j沂F

a ij(k)x j(k - 子 ij) +

h i(k)Tci(k)PY i(k)(x i(k)) (3)
假设 1:在 kT 时刻,通信拓扑图的并集中任意跟

随者与领导者之间至少存在一条有向的路径。

假设 2:令追maxT < 1, 追max 为 移
j沂F胰L

a ij(k) + ci(k) 的

最大值,即 追max = max
i沂F,k逸0

[移
j沂F胰L

a ij(k) + ci(k)] 。

本研究需要解决的包含问题是,在假设 1 和假设

2 下,设计控制算法使受通信时滞和输入约束影响的

跟随 者 进 入 到 领 导 者 构 成 的 凸 区 域 Y 中, 即

lim
k寅肄

椰x i(k) - PY(x i(k))椰 = 0。 为了证明以上结论,将

李雅普诺夫函数构建为:
V(k) = max

i
椰x i(k - n) - PY(x i(k - n))椰 (4)

根据式(3)和引理 1 可得:
椰x i(k + 1) - PY(x i(k + 1))椰 臆 [1 -

h i(k)T(移
j沂F

a ij(k) + ci(k))]椰x i(k) - PY(x i(k))椰 +

h i(k)T移
j沂F

a ij(k)椰x j(k - 子 ij) - PH(x j(k - 子 ij)椰 +

h i(k)Tci(k)椰PY i(k)(x i(k) - PY(PY i(k)(x i(k))椰 (5)
因 为 Yi(k) 哿 Y , 所 以 PY i(k)(x i(k)) =

PY(PY i(k)(x i(k))) 。
椰x i(k + 1) - PY(x i(k + 1))椰 臆

摇 摇 V(k) - h i(k)T移
j沂F

a ij(k)V(k) -

摇 摇 h i(k)T移
j沂F

a ij(k)V(k) -

摇 摇 h i(k)Tci(k)V(k) + h i(k)Tci(k) 臆
摇 摇 (1 - h i(k)ci(k)T)V(k) (6)
由假设 2 可得 0 臆 (1 - h i(k)ci(k)T) 臆 1,即

V(k) 臆 V(k + 1) =椰x i(k + 1) - PY(x i(k + 1))椰 ,可
得出 V(k) 为单调非增,即跟随者到凸区域 Y的最大距

离不会增大。 为了最终能实现包含控制,必须证明

V(k) 会随时间减小,下面分两步来证明。
第一步:对于任意跟随者 i沂F ,当 k臆资 且0臆灼1

< 1 时,如果有 椰xi(资) - PY(x i(资))椰 臆 灼1V(k) ,那
么对于 0 臆 灼2 < 1,有 椰x i(资 + 1) - PY(x i(资 + 1))椰
臆 灼2V(k) 。

根据公式(6)有:
椰x i(资 + 1) - PY(x i(资 + 1))椰 臆

摇 摇 [1 - h i(资)T(移
j沂F

a ij(资) + ci(资))]灼1V(k) +

摇 摇 h i(资)T移
j沂F

a ij(资)V(资) 臆 [1 -

摇 摇 h i(资)T(移
j沂F

a ij(资) + ci(资))]灼1V(k) +

摇 摇 h i(资)T移
j沂F

a ij(资)V(k) 臆- [1 -

摇 摇 h i(资)T(移
j沂F

a ij(资) + ci(资))](1 - 灼1)V(k) +

摇 摇 V(k) 臆 [1 - (1 - h i(资)T(移
j沂F

a ij(资) +

摇 摇 ci(资)))](1 - 灼1)V(k) 臆 [1 - (1 -
摇 摇 追maxT)](1 - 灼1)V(k) (7)
根据假设 2 和式 (7) 可推导出 椰x i(资 + 1) -
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PY(x i(资 + 1))椰 臆 灼2V(k) ,此时 灼2 = 1 - (1 -
追maxT)(1 - 灼1) 。

第二步:对于任意跟随者 iz 沂 F ,设 iz 能接收到 iw
沂 F 胰 L 的信息,即 a i ziw(资) > 0,有 a i ziw(资) 逸 姿 ;
ci z(资) > 0,有 ci z(资) 逸 姿 。 当 k 臆 资 时,如果有

椰x iw(资 - 子 i ziw) - PY(x iw(资 - 子 i ziw))椰 臆 灼1V(k) ,那么

有 椰x i z(资 + 1) - PY(x i z(资 + 1))椰 臆 灼2V(k) ,此时 0
臆 灼1 < 1, 0 臆 灼2 < 1。

证明过程如下:
椰x i z(资 + 1) - PY(x i z(资 + 1))椰 臆

摇 摇 [1 - h i z(资)T(移
j沂F

a i zj(资) +

摇 摇 ci z(资))]V(k) + h i z(资)T移
j沂F

a i zj(资)V(k) +

摇 摇 a i ziw(资)TV(k) - a i ziw(资)T(1 - 灼1)V(k) 臆
摇 摇 [1 - h i z(资)Tci z(资)]V(k) - a i ziw(资)T(1 -
摇 摇 灼1)V(k) 臆 (1 - a i ziw(资)T(1 - 灼1))V(k) 臆
摇 摇 (1 - 姿T(1 - 灼1))V(k) (8)
由式(8)可得 椰x i z(资 + 1) - PY(x i z(资 + 1))椰 臆

灼2V(k) ,此时 灼2 = 1 - 姿T(1 - 灼1) ,很显然 0 < 灼2 < 1。
根据假设 1 至少存在一个跟随者 i f1 沂 F 在 kT 时

刻能接收到领导者的消息,即 ci(k) 逸 姿 。 由第二步

可得 椰x i f 1
(k + 1) - PY(x i f 1

(k + 1))椰 < 灼 i f 1
V(k) ,通过

第一 步 运 用 递 归 法 则 可 得, 对 于 任 意 S 逸 1 有

灼 i f 1,S
V(k) > 椰x i f 1

(k + S + 1) - PY(x i f 1
(k + S + 1))椰 ,此

时 0 < 灼 i f 1,S
< 1。

同理,存在一个跟随者 i f2,f2 屹 f1 在 (k + 1 + 子 i f 1i f 2
)T

时刻能接收到 i f1 或者部分领导者的消息。 根据第二

步可得 椰x i f 2
(k + 子 i f 1i f 2

+ 1) - PY(x i f 2
(k + 子 i f 1i f 2

+ 1))椰 <
灼 i f 2,1

V(k) ,此时 0 < 灼 f2,1 < 1。 通过使用递归法则可

得, 椰x i f 2
(k + 子 i f 1i f 2

+ 1 + S) - PY(x i f 2
(k + 子 i f 1i f 2

+ 1 + S))椰
< 灼 i f 2,S+1

V(k) ,此时 0 < 灼 i f 2,S+1
< 1、S 逸1。

在跟随者集合 F 中有 n 个跟随者。 由假设 1 可得

在足够大的时刻 S
^
T ( S

夷
> 0 为有界整数)任意跟随者

至少能收到一个领导者的消息,有 椰x i(k + 子max - d +

S
-
) - PY(x i(k + 子max - d + S

-
))椰 < 灼 S

-V(k) ,其中 d = 0,

1,…,子max , 0 < 灼 S
- < 1。 因此可得 V(k + S

-
+ 子max) 臆

灼 S
-V(k) ,即 lim

k寅肄
V(k) = 0。

4摇 数值仿真
为了证明控制算法的有效性,本节通过两次仿真

案例对设计的算法进行验证。 在第一次仿真中考虑由

6 个智能体 n1,n2,…,n6 和 4 个领导者 m1,m2,m3,m4

构成的多智能体系统,其通信拓扑如图 2 所示(多智能

体系统通信拓扑 1),由三个拓扑结构 G1,G2,G3 组成,
在系统运行过程中每隔 1 秒切换一次拓扑,显然 G1 胰
G2 胰G3 满足假设 1 的条件。 令 a ij(k)= 1. 5, ci(k)= 0.
23,采样周期 T = 0. 2,显然满足假设 2 的条件。

n1

n2

n3

n4 n5

n6

M1

M2

M3

M4 n1

n2

n3

n4 n5

n6

M1

n1

n2

n3

n4 n5

n6

M3

M2 M4

M1M3

M2 M4

G1 G2

G3

图 2摇 多智能体系统通信拓扑 1
摇 摇 将所有跟随者的输入约束范围设置为由半圆 x2 +
(y - 0. 75) 2 = 0郾 75(y 逸 0. 75)、x2 + (y + 0. 75) 2 =
0郾 75(y 臆- 0. 75) 与四条线段 y = - x + 1. 5(0. 75 < x
臆 1. 5)、y = x - 1. 5(0. 75 < x < 1. 5)、y = - x -
1郾 5( - 0郾 75 > x逸- 1. 5)、y = x + 1. 5( - 0. 75 > x >
- 1郾 5) 围成的非凸区域中。 如图 3 所示(跟随者输入

约束 1),所有跟随者的控制输入均约束在设置的非凸

区域中。 运动轨迹结果如图 4 所示(跟随者运动轨迹

1),6 个智能体初始位置不同,最后均能运动到由 4 个

领导者构成的凸区域中。
第二次仿真采用的通信拓扑如图 5 所示(多智能

体系统通信拓扑 2),三个拓扑结构对应的通信时滞为

0. 1 s, 0. 2 s, 0. 3 s。 仿真结果如图 6、7 所示,假设多智

能体系统包括 n1,n2,…,n6 等 6 个跟随者和 L1,L2,L3,
L4 等 4 个领导者。 通信拓扑按照 Ga,Gb,Gc 顺序依次

切换,每个拓扑的持续时间为 1 s,显然 Ga 胰Gb 胰Gc 满

足假设 1 的条件。 假设三个拓扑结构中智能体间的通

信时滞分别为 0. 1 s, 0. 2 s, 0. 3 s。
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图 5摇 多智能体系统通信拓扑 2
摇 摇 令 a ij(k) = 0. 12, ci(k) = 0. 1,采样周期 T = 0. 2,显
然能使假设 2 满足。 4 个领导者的初始位置为: L1:
( - 1,1) , L2:(1,1) , L3:( - 1, - 1) , L4:(1, - 1) 。
6 个跟随者的初始位置分别为: n1:( - 3,3) , n2:(0,
3) , n3:(3,3) n4:( - 3, - 3) , n5:(0, - 3) , n6:(3,
- 3) 。 将所有跟随者的输入约束范围设置为:半圆

(x - 0. 5) 2 + y2 = 0. 5(x 逸 0. 5)、(x + 0. 5) 2 + y2 =
0. 5(x臆 - 0郾 5) 与四条线段 y = - x + 1(0 < x < 0. 5)、

y = x - 1(0 < x < 0. 5)、y = - x - 1(0逸 x > - 0. 5)、y =
x + 1(0逸 x > - 0. 5) 构成的非凸区域中。 如图 6 所示

(跟随者输入约束 2),所有跟随者控制输入均约束在

设定的非凸区域内。 由图 7(跟随者运动轨迹 2)可以

看出,在所提出的控制器的作用下,6 个跟随者由不同

的初始位置出发最终运动到领导者构成的凸区域中。
数值仿真结果说明系统在提出的控制器的作用下能解

决含输入约束和通信时滞的包含控制问题。
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摇 摇 图 6摇 跟随者输入约束 2摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 7摇 跟随者运动轨迹 2

5摇 结束语
该文研究了受输入约束的多智能体系统包含控制

问题,考虑了跟随者受通信时滞影响,同时该系统通信

拓扑为有向切换的。 针对该问题设计了一种基于邻居

位置信息以及投影的包含控制算法,将跟随者与凸区

域的距离构建为李雅普诺夫函数,运用凸分析、模型转

换等方法首先证明了领导者与凸区域的距离不会随时

间变化增大,接着证明了所有能与领导者直接或间接

通信的跟随者与凸区域间的距离随时间变化减小,最
终所有跟随者与凸区域间的距离收敛到 0,即所有控

制输入受约束的跟随者均能进入到由领导者构成的凸
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区域中。 最后通过数值仿真证明了理论结果的正确

性。 文中考虑的系统为一阶采样系统,下一步工作将

探究受输入约束和时延影响的二阶采样多智能体系统

包含控制问题以及动态领导者的情况。
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