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摘　要：卷积神经网络在欧氏数据上取得巨大成功之后，开始在图结构、几何流行等非欧数据上泛化。当前图卷积神经已
成为研究热点。在数字图像去噪、压缩、增强、融合以及加密方面傅里叶变换与小波变换是不可或缺的处理手段，在图卷

积神经中有卷积定理将傅里叶变换用于实现图上的卷积运算，谱图小波变换也只是实现了卷积的快速算法，都是围绕如

何在图结构上做卷积而展开的研究，没有真正发挥其作用，大大限制了图卷积神经网络性能的发挥。该文对谱图傅里叶

变换与谱图小波变换基进行分析研究，同时研究基与图结构之间的关系。实验表明通过谱图傅里叶变换和谱图小波变换

可以获取图结构的特征信息，为谱图小波变换和谱图傅里叶变换更深入地与图卷积神经网络结合提供了参考。
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０　引　言
在现实世界中，大量数据是以图或者网络的形式

存在的，比如社交网络、知识图谱、蛋白质相互作用网、

世界贸易网等等。２０１２年，Ｉｍａｇｅｎｅｔ图像识别大赛
中，Ｈｉｎｔｏｎ组的 Ａｌｅｘｎｅｔ［１］引入了全新的深层结构和
ｄｒｏｐｏｕｔ方法，将错误率从２５％以上提升至１５％，颠覆
了图像识别领域。图数据结构的研究者们开始尝试将

卷积神经网络泛化后应用在这样的数据集上，就产生

了图卷积神经网络，比如ＧＮＮ、ＧＣＮ、ＧＡＥ、ＧＲＮＮ等。
傅里叶变换和小波变换在数字图像及信号处理领

域应用非常成功［２］，诸多研究者也已将傅里叶变换、二

进小波和正交小波泛化到了图结构上，Ｋｉｐｆ＆
Ｗｅｌｌｉｎｇ［３］提出的 ＧＣＮ利用图上的傅里叶变换，由卷
积定理，实现了谱图傅里叶变换的卷积快速算法，
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Ｈａｍｍｏｎｄ等［４］将二进小波泛化到了图结构上，Ｘｕ
Ｂ［５］等利用谱图小波变换，并结合热扩散理论［６－７］实现

了谱图小波变换的卷积快速算法［８］。迄今为止，谱图

理论在图卷积神经网络应用中［９－１２］仅仅是为了解决在

图结构上做卷积的问题，没有真正发挥谱图理论———

这一强大理论体系的作用，同时也大大限制了图卷积

神经网络性能的发挥。因此，该文结合数据集（Ｃｏａｒ）
在分析其图结构的基础上，对谱图傅里叶变换与谱图

小波变换基进行研究，为谱图小波变换和谱图傅里叶

变换更深入的与图卷积神经网络结合提供参考。

１　引文数据集Ｃｏｒａ图结构分析
１．１　Ｃｏｒａ数据集分析

引文数据集Ｃｏｒａ的图结构是由论文和论文之间
的关系构成的网络，其中关系包括引用关系、共同作者

等，每篇论文作为一个节点，关系作为边，就形成了天

然的图结构。在 Ｃｏｒａ数据集中，有２７０８个节点，有
５２６８条边，构成无向图，节点特征维数１４３３，共７类
标签，其图结构如图１所示。

图１　Ｃｏｒａ数据集图结构
１．２　Ｃｏｒａ数据集加载

在Ｐｙｔｏｒｃｈ和 ＰｙｔｏｒｃｈＧｅｏｍｅｔｒｉｃ（ＰｙＧ）框架下，加
载Ｃｏｒａ数据集的代码是很简单的，具体代码如下：

ｉｍｐｏｒｔｏｓ
ｉｍｐｏｒｔｏｓ．ｐａｔｈａｓｏｓｐ
ｆｒｏｍｔｏｒｃｈ＿ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ．ｄａｔａｓｅｔｓｉｍｐｏｒｔＰｌａｎｅｔｏｉｄ
ｉｍｐｏｒｔｔｏｒｃｈ＿ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ．ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓａｓＴ
ｄａｔａｓｅｔ＝＇Ｃｏｒａ＇
ｐａｔｈ＝ｏｓｐ．ｊｏｉｎ（ｏｓｐ．ｄｉｒｎａｍｅ（ｏｓｐ．ｒｅａｌｐａｔｈ（＇＿＿ｆｉｌｅ＿＿＇）），

＇ｄａｔａ＇，ｄａｔａｓｅｔ）
＃＃加载数据集
ｄａｔａｓｅｔ＝Ｐｌａｎｅｔｏｉｄ（ｐａｔｈ，ｄａｔａｓｅｔ，Ｔ．ＮｏｒｍａｌｉｚｅＦｅａｔｕｒｅｓ（））

ｄａｔａ＝ｄａｔａｓｅｔ［０］

２　谱图傅里叶基分析研究
２．１　传统傅里叶变换

根据传统傅里叶变换［１３］：

Ｆ（ω）＝Ｆ（ｆ（ｔ））＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｔ）ｅ－ｉωｔｄｔ （１）

即，信号 ｆ（ｔ）与 ｅ－ｉωｔ为基函数的积分，这组基函
数从数学上看 ｅ－ｉωｔ是拉普拉斯算子的本征函数，因为
ｅ－ｉωｔ满足：

Δｅ－ｉωｔ＝
２

ｔ２
ｅ－ｉωｔ＝－ω２ｅ－ｉωｔ （２）

其中，ω与特征值密切相关。
由传统傅里叶变换可知，如果能够在图上找到一

组和ｅ－ｉωｔ等价的基向量，就可以实现图上的傅里叶
变换。

２．２　谱图傅里叶变换
为了在图上寻找一组实现傅里叶变换的基向量，

需要去图上寻找图的拉普拉斯算子。

２．２．１　图上的拉普拉斯算子
传统拉普拉斯算子定义如下：

Δ＝∑
ｎ

ｉ＝１

２

ｘ２ｉ
（３）

从公式上看，含义很明确，为所有非混合二阶偏导

数的和。下面分析拉普拉斯算子在数字图像处理中的

近似情况：

Δ＝
２ｆ（ｘ，ｙ）
ｘ２

＋
２ｆ（ｘ，ｙ）
ｙ２

≈

［ｆ（ｘ＋１，ｙ）＋ｆ（ｘ－１，ｙ）－２ｆ（ｘ，ｙ）］＋
［ｆ（ｘ，ｙ＋１）＋ｆ（ｘ，ｙ－１）－２ｆ（ｘ，ｙ）］＝
ｆ（ｘ＋１，ｙ）＋ｆ（ｘ－１，ｙ）＋ｆ（ｘ，ｙ＋１）＋
ｆ（ｘ，ｙ－１）－４ｆ（ｘ，ｙ） （４）

式（４）可以总结为拉普拉斯算子是在所有自由度
上进行微扰之后获得的增益。现在开始考虑，拉普拉

斯算子在图上的近似情况，对于无向图Ｇ（Ｖ，Ｅ），设有
Ｎ顶点，Ｖ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖＮ｝，Ｅ为边，Ｗ为其邻接矩阵，

Ｄ为其度矩阵，ｄｉｊ＝∑
ｊ
Ａｉｊ，如果图是一个连通图，则

任意节点之间都有边，那么对一个节点进行微扰，它可

能变成任意一个节点。那么上面的函数ｆ就理所当然
是一个Ｎ维的向量，即：

ｆ＝（ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ）
其中，ｆｉ即表示函数ｆ在节点ｉ的值。类比图像中ｆ（ｘ，
ｙ）即为ｆ在ｆ（ｘ，ｙ）处的值，对于任意节点ｉ，对ｉ节点
进行微扰，它可能变为任意一个与它相邻的节点 ｊ∈
Ｎｉ，其中Ｎｉ表示节点ｉ的一阶邻域节点的集合。

对于Ｇｒａｐｈ来说，从节点ｉ变化到节点ｊ的增益就
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ｆｊ－ｆｉ和边权Ａｉｊ相关，对于节点ｉ来说，其变化的增益

就是：∑
ｊ∈Ｎｉ

Ａｉｊ［ｆｊ－ｆｉ］。

所以对于Ｇｒａｐｈ来说，其拉普拉斯算子如下：

Δｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１

２ｆ
ｘ２ｉ
≈∑

ｊ∈Ｎｉ

Ａｉｊ［ｆｊ－ｆｉ］ （５）

上式中ｊ∈Ｎｉ可以去掉，因为节点ｉ和ｊ如果不直
接相邻，则Ｗｉｊ＝０。

继续简化一下：

∑
ｊ∈Ｎｉ

Ａｉｊ［ｆｊ－ｆｉ］＝∑
ｊ
Ａｉｊｆｊ－∑

ｊ
Ａｉｊｆｉ＝

（Ａｆ）ｉ－（Ｄｆ）ｉ＝（Ａ－Ｄｆ）ｉ（６）
即：

Δｆ＝（Ａ－Ｄｆ）ｉ
对于任意ｉ都成立，则：
－Δｆ＝（Ｄ－Ａｆ）ｉ （７）
所以图上的拉普拉斯算子就是：Ｄ－Ａ，也称为拉

普拉斯矩阵：Ｌ＝Ｄ－Ａ。
对于无向图，其拉普拉斯算子为实对称矩阵，它的

特征向量两两正交，并且很容易证明其特征值全部大

于等于０，即０＝λ１≤λ２≤…≤λｎ，这样就找到了图
上的一组基。

２．２．２　谱图傅里叶变换
仿照传统傅里叶定义，得到 Ｇｒａｐｈ上的傅里叶

变换：

Ｆ（λ）＝ｆ
＾
（λ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｉ）ｕ（ｉ） （８）

其中，ｉ为第ｉ个顶点；λ为第ｌ个特征值；ｕ为第个
特征向量；ｆ为待变换信号（向量），ｆ尖为其对应的傅
里叶变换，ｆ和ｆ尖与顶点ｉ一一对应。

ｆ是图上的Ｎ维向量，ｆ（ｉ）与图上的节点一一对
应，ｕ（ｉ）表示第个特征向量的第ｉ个分量，那么特
征值（频率）λ下的ｆ的图傅里叶变换就是与λ对应
的特征向量ｕ进行内积运算。

利用矩阵乘法将图上的傅里叶变换推广到矩阵

形式：

ｆ
＾
（λ１）

ｆ
＾
（λ２）



ｆ
＾
（λｎ















）

＝

ｕ１（１） ｕ１（２） … ｕ１（ｎ）

ｕ２（１） ｕ２（２） … ｕ２（ｎ）

   

ｕｎ（１） ｕｎ（２） … ｕｎ（ｎ













）

ｆ（１）
ｆ（２）


ｆ（ｎ











）

即ｆ在图上的傅里叶变换的矩阵形式为：

Ｆ（ｆ）＝ｆ
＾
＝ＵＴｆ （９）

逆变换形式为：

Ｆ－１｛ｆ｝＝Ｕｆ
＾

（１０）
图２为包含１０个节点的ｐａｔｈ图，图邻接关系及图

结构如图２所示，图的谱图傅里叶谱如图３所示，特征
值０对应的特征向量为 Ｕ［：，０］，等价于传统傅里叶
变换直流成分，特征值小的为低频成分，特征值大的为

高频成分。

图２　ｐａｔｈ（１０个节点）图邻接关系及图结构

图３　ｐａｔｈ图的谱图傅里叶谱

３　谱图小波基分析研究
Ｈａｍｍｏｎｄ［３，１４－１５］将二进小波泛化到了图结构上，

谱图小波变换由小波算子生成，小波算子是拉普拉斯

算子的值函数。利用连续泛函微积分可以在 Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间上定义有界自伴线性算子的可积函数。使用算子

的谱表示来实现的，在设置中，它等价于图的傅里叶变

换。特别地，对于谱图小波核 ｇ，小波算子 Ｔｇ ＝
ｇ( )Ｌ 通过每个傅里叶模式调制作用于特定函数ｆ：

Ｔ^ｇｆ（）＝ｇ（λ）^ｆ（） （１１）
采用反傅里叶变换得到：

Ｔｇｆ（ｍ）＝∑
Ｎ－１

＝０
ｇ（λ）^ｆ（）ｘ（ｍ） （１２）

然后定义尺度为ｔ的小波算子：Ｔｇ＝ｇ（Ｌ）。应该
强调的是，即使图的“空间域”是离散的，但核 ｇ的域
还是连续的，因此尺度可以定义为任意正实数 ｔ。然
后通过将这些算子应用于单个顶点上的脉冲，即通过

定位这些算子来实现谱图小波。

ψｓ，ｎ＝Ｔ
ｓ
ｇδｎ （１３）

在图域中显式地展开此项为：

ψｓ，ｎ（ｍ）＝∑
Ｎ－１

＝０
ｇ（ｔλ）ｘ


（ｎ）ｘ（ｍ） （１４）

（ｎ＝ｍψｔ，ｎ（ｍ）≠０，ｎ≠ｍψｔ，ｎ（ｍ）＝０）
形式上，小波系数是由给定函数 ｆ与这些小波的

内积产生的，如：
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Ｗｆ（ｔ，ｎ）＝〈ψｔ，ｎ，ｆ〉 （１５）
利用｛ｘ｝的正交性，可以看出小波系数也可以直

接从小波算子中实现，如：

Ｗｆ（ｔ，ｎ）＝Ｔｇｆ（ｎ）＝∑
Ｎ－１

＝０
ｇ（ｔλ）^ｆ（）ｘ（ｎ） （１６）

（Ｔｇｆ（ｎ）＝∑
Ｎ－１

＝０
ｇ（ｔλ）^ｆ（）ｘ（ｎ））谱图小波变换

公式：

Ｔｇｆ（ｎ）＝Ｕｇ（ｔλ）Ｕ
Ｔｆ（ｎ） （１７）

从而得到了谱图小波变换基 ψｓ＝ＵＧｓＵ
Ｔ，ｇｓ＝

λｓ，其中Ｇｓ＝ｄｉａｇ｛λ１ｓ，λ２ｓ，…，λｎｓ｝。由于拉普拉斯
算子矩阵有０特征值，导致矩阵不可逆，文献［４］中设
ｇｓ＝ｅ

－λｓ，是一个具有尺度参数 ｓ的过滤器内核，这里
用的热核，则谱图小波变换基定义为：

ψｓ＝ＵＧｓＵ
Ｔ （１８）

谱图小波逆变换基为：

ψ－ｓ＝ＵＧ－ｓＵ
Ｔ （１９）

其中，Ｇｓ＝ｄｉａｇ｛ｅ
－λ１ｓ，ｅ－λ２ｓ，…，ｅ－λｎｓ｝，不同尺度下小波

和扩散情况如图４所示。

图４　不同尺度下的小波扩散情况

４　实验结果与分析
本实验对Ｃｏｒａ数据集图结构的谱图傅里叶变换

谱和谱图小波变换谱进行了仿真，为了方便展示，图５
和图６分别展示了特征值 （λ０，λ１，λ１００，λ２７０７）对应的
特征向量的前５００个元素的谱。对于特征值，λ０，λ１
的值都为０，根据图１的Ｃｏａｒ数据集图结构，可知Ｃｏａｒ
数据集图结构为非连通图，图１的外部存在很多连通
子图，一部分连通子图只有两个节点组成，从而出现了

大量值为０的特征向量，给半监督节点分类带来了很
大挑战。另外根据图５和图６可以发现，谱图傅里叶
变换谱展示了图的谱域分布情况，特征值小的对应低

频成分，特征值大的对应高频成分，而谱图小波变换谱

展示了图结构局部突变特性。实验表明通过谱图傅里

叶变换和谱图小波变换可以获取图结构的特征信息。

卷积神经网络泛化到图结构上，首先考虑的问题

就是如何在图上做卷积，而卷积神经神经网络在对数

字图像进行处理的时候，在图像上做卷积是为了提取

特征，不同卷积核提取不同的特征，通过多个卷积通

道，提取图像多方位的特征进行训练，从而在图像分

割、语义分割等方面取得很大成功。卷积神经网络在

图结构上进行泛化时，可以转换一下思路，可以考虑更

有效的图上提取特征的手段，对图结构进行训练。

图５　Ｃｏｒａ数据集部分谱图傅里叶谱
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图６　Ｃｏｒａ数据集部分谱图小波变换谱

５　结束语
通过对谱图傅里叶变换与谱图小波变换基的分

析，发现谱图傅里叶变换可以提取图结构高频成分和

低频成分，谱图小波变换可以提取图结构的局部快变

成分，两种变换从不同角度提取图结构的特征，为图卷

积神经网络的特征提取方法提供参考。后续将研究用

不同的方式提取图结构的多方位特征，进而提升图卷

积神经网络的性能。
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