
收稿日期:2020-05-16摇 摇 摇 摇 摇 摇 修回日期:2020-09-18
基金项目:山西省应用基础项目研究计划(201901D111034,201801D211002);国家自然科学基金资助项目(61806115)
作者简介:褚荣燕(1995-),女,硕士研究生,研究方向为统计机器学习;通信作者:王摇 钰(1981-),男,副教授,硕导,博士,研究方向为统计机

器学习、数据挖掘、图像处理等。

基于正则化 KL 距离的交叉验证折数 K 的选择

褚荣燕1,王摇 钰2,3*,杨杏丽1,李济洪3

(1. 山西大学 数学科学学院,山西 太原 030006;
2. 山西大学 现代教育技术学院,山西 太原 030006;

3. 山西大学 软件学院,山西 太原 030006)

摘摇 要:在机器学习中,K 折交叉验证方法常常通过把数据分成多个训练集和测试集来进行模型评估与选择,然而其折数

K 的选择一直是一个公开的问题。 注意到上述交叉验证数据划分的一个前提假定是训练集和测试集的分布一致,但是实

际数据划分中,往往不是这样。 因此,可以通过度量训练集和测试集的分布一致性来进行 K 折交叉验证折数 K 的选择。
直观地,KL(Kullback-Leibler)距离是一种合适的度量方法,因为它度量了两个分布之间的差异。 然而直接基于 KL 距离进

行 K 的选择时,从多个数据实验结果发现随着 K 的增加 KL 距离也在增大,显然这是不合适的。 为此,提出了一种基于正

则化 KL 距离的 K 折交叉验证折数 K 的选择准则,通过最小化此正则 KL 距离来选择合适的折数 K。 进一步多个真实数据

实验验证了提出准则的有效性和合理性。
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Abstract:In machine learning,the K-fold cross-validation method often divides the data into multiple training and test sets for model e鄄
valuation and selection. However,the selection of the fold K is always an open problem. Note that one of the premises of the above cross-
validation data division assumes that the training set and the test set have the same distribution,but in actual data division,this is often not
the case. Therefore,the selection of the fold K can be performed by measuring the distribution consistency of the training set and the test
set in K-fold cross-validation. Intuitively,KL (Kullback-Leibler) distance is a suitable measure because it measures the difference
between two distributions. However,when selecting K directly based on the KL distance, it is found from multiple data experimental
results that the KL distance also increases with the increase of K,which is obviously inappropriate. To this end,a selection criterion of the
fold K in K-fold cross-validation based on regularized KL distance is proposed,and the appropriate fold K is selected by minimizing this
regular KL distance. Multiple real data experiments in a recent step have verified the effectiveness and rationality of the proposed criteri鄄
on.
Key words:K-fold cross-validation;selection of the fold K;KL distance (Kullback-Leibler distance);regularized;machine learning

0摇 引摇 言
在机器学习中,交叉验证技术广泛地应用于模型

(算法)性能评估、特征选择、模型选择、模型参数确

定、过拟合检验等任务[1-5]。 例如,给定一组线性空间

(模型),在这些线性空间(模型)中选择最佳的最小二

乘估计量时可用交叉验证进行模型选择。 所谓交叉验

证技术,即数据集被随机地切分为多个训练集和测试

集,训练集用来进行模型的拟合,测试集用来进行模型
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性能的评估,最后通过多次性能评估的均值(投票)来
分析模型的优劣。 其中,常见的交叉验证技术包括留

一( leave - one - out) 交叉验证、Hold - out 交叉验证、
RLT( repeated learning testing)交叉验证、5 伊2 交叉验

证、组块 3伊2 交叉验证、组块 m 伊 2 交叉验证、K 折交

叉验证等[6-9]。 在这些交叉验证技术中,K 折交叉验

证是最广泛使用的方法,因为它依赖于一个整数参数

K,比其他经典交叉验证方法的计算代价更小。 K 折

交叉验证指的是数据集被平均分成 K个大小近似相同

但不相交的子集,选取其中 K -1 个子集作为训练集来

拟合模型,剩下的一个子集作为测试集来评估模型性

能。 然而,在机器学习中,关于 K 折交叉验证方法的

折数 K 的选择虽然很多文献中都对其进行了研究并

给出 了 推 荐, 但 它 一 直 是 一 个 公 开 未 解 决 的 问

题[10-15]。 比如文献[6]中提到当模型选择的目标是估

计时,最优的折数 K 为 5 到 10 之间,这是因为 K 值越

大,统计性能不会增加太多,并且小于 10 次分割的平

均值在计算上仍然可行。 文献[8,11,12,14]皆推荐

在进行泛化误差估计,算法性能对照和超参数选择时

应选择二折或多次二折重复的交叉验证(5伊2 交叉验

证、组块 3伊2 交叉验证、组块 m 伊 2 交叉验证)。 文献

[15]在多个分类器下的大量实验中验证了在进行模

型精度估计和模型选择时十折交叉验证优于留一交叉

验证。 另外,注意到上述文献中大多是从模型性能评

估和选择的角度来进行折数的选择,但事实上,执行上

述交叉验证过程的一个前提条件是训练样本和测试样

本的分布一致,然而在实际中对于训练样本和测试样

本的分布是否一致许多文献中并没有验证。 因此,该
文考虑通过度量训练样本和测试样本的分布一致性来

进行 K 折交叉验证折数 K 的选择。
实际中,常用的度量两个分布函数之间差异的度

量 有 KL ( Kullback - Leibler ) 距 离、 全 变 差 ( total
variation)距离、海灵格(Hellinger)距离、KMM(kernel
mean matching ) 度 量、 MMD ( maximum mean
discrepancy) 度量、Wasserstein 距离等[16-17],其中 KL
距离是最简单且广泛使用的方法。 因此,该文基于 KL
距离进行 K 折交叉验证中折数 K 的选择。

为此在 UCI 数据库中选取的四个数据集上进行

了实验,实验发现直接用 KL 距离来进行 K 折交叉验

证中折数 K 的选择可能是不合理的,因为如图 1 所

示,随着 K 折交叉验证折数 K 的增加,训练样本和测

试样本分布间 KL 距离也在增大,这样直接基于 KL 距

离进行折数 K 的选择往往选出的都是最小的或接近

最小的折数 K。 因此不能直接应用 KL 距离来进行 K
折交叉验证折数 K 的选择,为此考虑通过对 KL 距离

增加一个随着折数 K 增加而变小的正则化项来得到

一个正则化的 KL 距离,以此作为交叉验证中折数 K
的选择准则。
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图 1摇 随着折数 K 的变化 KL 距离的变化

1摇 KL 距离
在两个分布函数之间差异的度量中最广泛使用的

方法是 KL 距离。 接下来给出 KL 距离的定义。
如果记 P(x) 和 Q(x) 是两个已知的分布函数,则

P(x) 和 Q(x) 之间的 KL 距离为:

DKL[P(x) | | Q(x)] = 乙
D

P(x)log P(x)
Q(x)dx (1)

特别地,当 P(x) 和 Q(x) 分别为高斯分布 Nd(uS,
撞 S) 和 Nd(uF,撞 F) 时,根据矩阵的性质及多元高斯分

布期望和协方差的性质[18],其 KL 距离可写为:

DKL[P(x) | | Q(x)] = 乙
D

P(x)log P(x)
Q(x)dx =

1
2 (n2 - n1)log2仔 + 1

2 [log
撞 F

撞 S
+ tr(撞 -1

F 撞 S)] +

1
2 [(uS - uF)

'撞 -1
T (uS - uF)] - 1

2 d =

1
2 (n2 - n1)log2仔 + 1

2 B撞 -1
F
+ 1

2 M撞 -1
F
- 1

2 d

(2)

其 中, B撞 -1
F

= log
| 撞 F |
| 撞 S | + tr(撞 -1

F 撞 S) , M撞 -1
F

=

(uS - uF)
'撞 -1

F (uS - uF) 是马氏距离, d 是数据的

维数。
具体地,在对数据进行分析时, P(x) 和 Q(x) 的

总体均值和总体协方差一般使用样本均值和样本协方

差来估计[19]:

ûS = 1
n1
移

n1

i = 1
x i

撞
^

S = 1
n1 - 1移

n1

i = 1
(x i - uS) (x i - uS)

' (3)
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ûF = 1
n2
移
n2

i = 1
x*
i

撞
^

F = 1
n2 - 1移

n2

i = 1
(x*

i - uF) (x*
i - uF)

' (4)

此时,把式 (3) 和式 (4) 代入式 (2) 中,得到式

(5):

DKL[P(x) | | Q(x)] = 1
2 (n2 - n1)log2仔 +

1
2 [log

撞
^

F

撞
^

S

+ tr(撞
^

-1
F 撞

^

S)] +

1
2 [( ûS - ûF)

'撞
^

-1
F ( ûS - ûF)] - 1

2 d =

1
2 (n2 - n1)log2仔 + 1

2 B撞
^

-1
F
+

1
2 M撞

^
-1
F
- 1

2 d

(5)

2摇 K 折交叉验证折数 K 的选择准则
本节我们将基于上一节定义的 KL 距离进行具体

分析,通过对原始 KL 距离增加一正则化项,利用此正

则化 KL 距离来选择使得训练样本和测试样本分布尽

可能一致的 K 折交叉验证的折数 K。
2. 1摇 K 折交叉验证折数 K 的选择准则

具体地,如果定义训练集为 DS = {(x i,y i)}
n1

i = 1 ,其

中 x i 沂Rd 是 d维输入空间, y i 是输出空间。 测试集为

DF = {(x*
i ,y*

i )} n2

i = 1 ,其中 x*
i 沂 Rd 是 d 维输入空间,

y*
i 是输出空间。 训练样本和测试样本的分布分别为

P(x) 和 Q(x) 。 由上一节中 KL 距离的定义知,训练

样本和测试样本之间的 KL 距离即为式(5)。
观察式(5)发现 DKL[P(x) | | Q(x)] 屹DKL[Q(x)

| | P(x)] ,也就是说 KL 距离不是对称的,因此该文考

虑对称的 KL 距离,即:

DSKL[P(x), Q(x)] = 1
2 [DKL[P(x)椰Q(x)] +

DKL[Q(x)椰P(x)]] = 1
4 tr(撞 -1

F 撞 S +

撞 -1
S 撞 F) + 1

4 M撞 -1
S +撞 -1

F
(uS,uF) - 1

2 d

(6)
进一步,基于 K 折交叉验证 K 次重复的对称 KL

距离为:

DAKL[P(x),Q(x)] = 1
K移

K

k = 1
D(k)

SKL[P(x),Q(x)]

(7)
其中, D(k)

SKL[·] 定义为第 K 折训练样本与测试样本分

布之间的 KL 距离,K 为折数。

虽然,在经验上,基于训练样本与测试样本的 KL
距离选择合适的折数 K 的方法是一个比较理想的方

法,但是在实际结果中发现直接基于式(7)进行 K 折

交叉验证折数 K 的选择并不是一个好的方法(详见图

1),因为随着折数 K 的增加 KL 距离也会增大,这会导

致几乎所有数据选出的折数都较小。 为了解决此问

题,该文进一步提出了一种新的基于正则化 KL 距离

的 K 折交叉验证折数 K 的选择准则。
2. 2摇 正则化 KL 距离的 K 折交叉验证折数 K 的选择

把一个随着折数 K 增加而减小的函数作为一个

正则化项添加到式(7)中,这样对原始 KL 距离起到折

中作用。 为此,给出如下正则化 KL 距离选择准则:
DReKL(K) = DAKL[P(x),Q(x)] + 姿f(K) (8)

其中, DAKL[·] 定义为第 K 折训练样本与测试样本之

间的平均 KL 距离,K 为折数; f(K) 是关于 K 的函数;
姿 是调节参数,通过调整 姿 确定正则化的程度。 这时,
基于最小化正则化 KL 距离的交叉验证折数 K 的选择

准则为:

K
^
= arg min

K
DReKL(K) (9)

3摇 真实数据实验
选取了 UCI 数据库中的 Wholesale customers,

Wine,wine quality-red,wine quality-white 四个数据集

来进行实验,以验证提出的基于正则化 KL 距离的 K
折交叉验证折数 K 的选择准则的合理性和有效性。
3. 1摇 实验设置

四个数据集的相关描述如下:
(1)Wholesale customers 数据集:关于批发商批发

产品年度支出的一个二类分类(三类分类)数据集,根
据批发商渠道把其中的餐饮业渠道分为第一类,零售

渠道分为第二类(或按照客户所在的区域(里斯本,波
尔图,其他区域这三个区域)把数据分为三类),包含 7
个特征(Fresh,Milk,Grocery,Frozen 等特征),共 440
个样本。

(2)Wine 数据集:关于三种不同品种的葡萄酒化

学分析的一个三类分类数据集,三种葡萄酒即为三类,
含有 13 个特征 (Malic acid,Ash,Alkalinity of ash,
Magnesium 等特征)且每个特征是连续的变量,共 178
个样本。

(3)wine quality- red 数据集:关于红葡萄酒质量

优劣检测的一个二类分类(六类分类)数据集,根据酒

的质量把质量指标大于 5 的分成一类,质量指标小于

等于 5 的分成另一类(或不同的指标各表示一类),包
含 11 个特征( fixed acidity,volatile acidity,citric acid,
residual sugar 等特征),共 1 599 个样本。
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(4)wine quality-white 数据集:关于白葡萄酒质

量优劣检测的一个二类分类(七类分类)数据集,根据

酒的质量把质量指标大于 5 的分成一类,质量指标小

于等于 5 的分成另一类(或不同的指标各表示一类),
包含 11 个特征 ( fixed acidity, volatile acidity, citric
acid,residual sugar 等特征),共 4 898 个样本。

此外为了考虑不同类别对于 KL 距离的影响,按
照数据的属性描述重新进行了分类。 例如 Wholesale
customers 数据根据渠道和区域分为 3 类和 2 类,wine
quality-red 数据根据质量指标分为 6 类和 2 类,wine
quality-white 数据根据质量指标分为 7 类和 2 类。

在式(8)给出的基于正则化 KL 距离的选择准则

中,正则化函数设置为 f(K) = exp( - K) 。 这是因为在

如 Wholesale customers 数据集中,KL 距离是从 2. 12 伊
1014 变化到 6. 71 伊 1016 ,而折数 K 是从 2 变化到 220,
它们是不同数量级的,因此,为了二者的折中,不失一

般性,正则化函数设置为 f(K) = exp( - K) 。 事实上,
不同的正则化函数(例如 log(x) 函数, exp(x) 函数)
对于最优折数 K 的选择是没有影响的。 因为对于不

同的正则化函数,通过调节不同的调节参数值始终可

以选 出 相 同 的 最 优 折 数 K, 只 是 收 敛 速 度 不 同

罢了[ 20 ]。
进一步,为了保证实验的准确性,对该实验过程重

复 1 000 次,最后取这 1 000 次的平均值作为最终正则

化 KL 距离。
注:交叉验证折数 K 的实际取值范围为[2, n /

2], n 为数据容量,因为在使用多元高斯分布来估计

KL 距离时,训练集 / 测试集最小需要两个样本估计样

本协方差阵。
3. 2摇 实验结果

基于 3. 1 节的数据集,首先验证了随着 K 折交叉

验证的折数 K 的增加,所有训练样本和测试样本分布

之间的 KL 距离逐渐增大。 然后,给出了基于提出的

正则化 KL 距离的 K 折交叉验证折数 K 的选择准则

的选择结果。
图 1 展示了不同折交叉验证的训练样本和测试样

本之间的 KL 距离。 根据图 1,首先可以看到所有训练

样本和测试样本分布之间的差异是明显的,例如,在
Wholesale customers 数据中,折数从 2 折增到 10 折时,
对应的 KL 距离从 2. 12 伊 1014 上升到 7. 04 伊 1014 ,在
Wine 数据中,折数从 2 折增到 10 折时,对应的 KL 距

离从 3. 31 伊 107 上升到 9. 94 伊 107。 第二,图中直观地

显示了随着折数 K 的增加,KL 距离逐渐增大。 例如,
wine quality-red 数据集中,折数范围从 2 变化到 799
时,KL 距离从 1 532 上升到 6. 05 伊 105。 wine quality-
white 数据集中,折数范围从 2 变化到 2 449 时,KL 距

离从 1 695 上升到 1. 26 伊 106,也就是说当折数从 2 上

升到 n / 2( n 为样本量)时,不同数据的 KL 距离都是

持续上升的。 且几乎所有数据训练样本和测试样本的

KL 距离都是 2 折或者接近 2 折时最小,显然这是不合

适的,因为它总选择最小或接近最小的折数,因此为

KL 距离增加一个正则化项,提出了基于正则化 KL 距

离的 K 折交叉验证折数 K 的选择准则,通过最小化式

(8)中给出的准则来选择最优折数。 结果如图 2
所示。

0���������500�������1�000������1�500�����2�000������2�500

0���������500�������1�000������1�500�����2�000������2�500

摇 摇 摇 摇 摇 (a) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b)

图 2摇 随着折数 K 的增加正则化 KL 距离的变化

(图(b)是图(a)左下角 2 到 20 折的部分图像)
图 2 展示了正则化后的 DReKL(·) 变化趋势。 为了

更清楚地看到正则化 KL 距离的变化,表 1 ~ 表 4 给出
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了 K =2,5,8,9,10,11,12,13,14,15,20 时,四个数据

集上正则化 KL 距离的数值。 首先可以看出,随着折

数的增加正则化 KL 距离先减小后增大,例如在表 1
的 Wholesale customers 数据集中 3 类的情况下,9 折时

正则化 KL 距离的值为 7. 27 伊 1014 ,10 折时正则化 KL
距离的值为 7. 18 伊 1014 ,20 折时正则化 KL 距离的值

为 15. 92 伊 1014 。 在表 2 的 Wine 数据集中,9 折时正

则化 KL 距离的值为 10 伊 107,10 折时正则化 KL 距离

的值为 9. 94 伊 107,20 折时正则化 KL 距离的值为

19郾 47伊107。 在表 4 的 wine quality-white 数据集中,9
折时正则化 KL 距离的值为 9. 93 伊 103,10 折时正则化

KL 距离的值为 6. 23 伊 103,20 折时正则化 KL 距离的

值为 7. 78 伊 103,这都验证了提出的方法是合适的。
表 1摇 Wholesale customers 数据集的 DCKL 距离结果

数据集 折数
3 类 DCKL 距离

( 伊 1014 )

2 类 DCKL 距离

( 伊 1014 )

Wholesale
customers

2 678. 88 678. 55

5 37. 24 36. 69

8 7. 35 6. 43

9 7. 27 5. 99

10 7. 18 6. 14

11 7. 90 6. 70

12 8. 64 7. 14

13 9. 46 7. 90

14 10. 42 8. 76

15 11. 11 9. 35

20 15. 92 13. 26

表 2摇 Wine 数据集的 DCKL 距离结果

数据集 折数 3 类 DCKL 距离( 伊 107 )

Wine

2 680. 28

5 39. 31

8 9. 99

9 10. 00

10 9. 94

11 11. 43

12 11. 52

13 14. 08

14 14. 27

15 14. 26

20 19. 47

摇 摇 另外,可以在表 1 ~ 表 4 中看到每个数据的最优

折数(表 1 ~ 表 4 中的黑色粗斜体表示不同数据分为 2
类时最优的折数及其对应的正则化 KL 距离值,黑色

粗体表示不同数据分为其他类时最优的折数及其对应

的正则化 KL 距离值),例如 Wholesale-customers 数据

分 3 类时最优折数为 10 折,分 2 类时最优折数为 9
折。 Wine 数据最优折数为 10 折。 wine quality-red 数

据分 6 类时最优折数 10 折,2 类时最优折数为 9 折。
wine quality-white 数据分为 7 类时最优折数为 12 折,
2 类时最优折数为 12 折。 最后,发现不同分类类别对

同一数据集的训练样本和测试样本之间的正则化 KL
距离是有影响的,一般情况下同一数据集下多类分类

比二类分类的正则化 KL 距离的差异小(除 Wholesale
customers 数据集外),例如在表 4 中,当折数为 12 时,
7 类的正则化 KL 距离的数值约为 5. 17 伊 103,2 类的

正则化 KL 距离的数值约为 5. 25 伊 103。
表 3摇 wine quality-red 数据集的 DCKL 距离结果

数据集 折数
6 类 DCKL 距离

( 伊 103 )

2 类 DCKL 距离

( 伊 103 )

wine quality-red

2 678. 09 678. 27

5 36. 02 36. 06

8 5. 06 5. 24

9 4. 41 4. 52

10 4. 40 4. 55

11 4. 75 4. 81

12 4. 95 5. 06

13 5. 32 5. 50

14 5. 74 5. 86

15 6. 13 6. 25

20 8. 08 8. 10

表 4摇 wine quality-white 数据集的 DCKL 距离结果

数据集 折数
7 类 DCKL 距离

( 伊 103 )

2 类 DCKL 距离

( 伊 103 )

wine quality-white

2 6 768. 23 6 768. 27

5 339. 12 339. 25

8 20. 12 20. 18

9 9. 93 10. 01

10 6. 23 6. 41

11 5. 39 5. 52

12 5. 17 5. 25

13 5. 32 5. 29

14 5. 55 5. 74

15 5. 81 6. 02

20 7. 78 8. 01

4摇 结束语
K 折交叉验证技术在机器学习和统计学中被广泛

使用,但关于其折数 K 的选择一直是一个公开未解决
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的问题。 而在传统的机器学习中使用 K 折交叉验证

进行分析时,都是在假设训练样本和测试样本分布一

致进行的,但是实际中训练样本和测试样本的分布往

往不一致。 该文在考虑 K 折交叉验证过程中训练样

本和测试样本的分布一致性的情况下,利用 KL 距离

来度量训练集样本和测试集样本二者分布的差异,通
过实验发现直接使用 KL 距离进行选择时,往往选出

的是最小的或者接近最小的折数,这并不合理。 基于

此,提出了一种基于正则化 KL 距离的 K 折交叉验证

折数 K 的选择准则。 并通过 UCI 数据库中的四个数

据集对提出的准则进行验证,最终结果验证了该选择

准则的合理性和有效性。
同时我们应该看到,虽然我们通过使训练样本和

测试样本的分布差异最小化选出了 K 折交叉验证的

合适的折数 K,但是训练样本和测试样本的分布之间

仍存在差异,本文并未给出使训练集与测试集尽可能

一致的校正策略,未来我们将在此框架下进一步研究

二者分布的校正策略。
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