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k 分搜索的时间复杂度分析

傅晓航,郑欢欢
(南京理工大学 计算机科学与工程学院,江苏 南京 210094)

摘摇 要:分治策略的思想是将一个规模较大的问题分解为多个形式相同的子问题来解决。 搜索是指在一个排好序的数组

中寻找与给定数值 x 相等的元素,传统的搜索算法是遍历,而二分搜索是一种基于分治策略的搜索算法。 二分搜索是将数

组每次分为相等的两部分,将待查元素 x 与数组中间的元素比较,若相等则搜索成功;否则将搜索范围缩小为原来的一半,
之后以此类推,直到找到待查元素,与遍历相比,二分搜索复杂度明显降低。 以二分搜索为基础,每次可以将数组分为更

多部分,即 k 分搜索,探寻 k 为何值时 k 分搜索算法的时间复杂度最低,能够对搜索算法进一步优化。 通过分析、归纳与证

明,得出 k 分搜索的时间复杂度为 O(k logkn) ,由于该函数是递增的,因此二分搜索是效率最高的搜索算法,复杂度为

O(log2n) ;此外,当 k = n 时, k 分搜索退化为遍历,复杂度退化为 O(n) 。
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Time Complexity Analysis of k-Bisection Search

FU Xiao-hang,ZHENG Huan-huan
(School of Computer Science & Engineering,Nanjing University of Science & Technology,Nanjing 210094,China)

Abstract:The idea of a divide-and-conquer strategy is to solve a large problem by breaking it down into subproblems of the same form.
Search refers to finding the elements equal to the given value x in an ordered array. The traditional search algorithm is traversal,while the
binary search is a search algorithm based on divide-and-conquer strategy. The binary search is to divide the array into two equal parts
each time,compare the elements to be searched with the elements in the middle of the array,if equal,the search is successful; otherwise,
the search scope will be reduced to half of the original,and so on,until the elements to be checked are found. Compared with traversal,
the complexity of binary search is significantly reduced. On the basis of binary search,the array can be divided into more parts each time,
that is, k -bisection search. The time complexity of k -bisection search algorithm is the lowest when searching for the value of k ,which
can further optimize the search algorithm. Through analysis,induction and proof,the time complexity of k -score search is O(k logkn) .
Because the function is increasing, the binary search is the most efficient search algorithm,of which the complexity is O( log2n) . In
addition,when k = n , k -bisection search degenerates to ergodic,and the complexity degenerates to O(n) .
Key words:divide-and-conquer;binary search; k -bisection search;optimal algorithm;inductive method

0摇 引摇 言
分治算法是一个将规模较大问题分解为多个规模

相同子问题的算法[1]。 许多算法都是基于分治策略实

现的,例如搜索、快速排序、归并排序、TOP-K 算法等

等;此外分治策略能够应用于许多算法的优化,例如防

火墙规则匹配算法、蚁群算法、并行碰撞检测算法等

等,相关研究如文献[2-5]。 分治策略的核心思想是

将一个问题等分为多个形式相同的子问题,图 1 所示

为每次将问题划分为两个相等子问题时的分治算法。
为提高算法的性能,该文将研究将原问题分解为多少

个子问题时分治算法的效率最高。

图 1摇 每次划分两子问题的分治算法

该文以搜索为例,搜索是指在一个排好序的数组
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中寻找与给定数值 x 相等的元素,很容易想到的方法

是将数组遍历,但是遍历的复杂度为 O(n) ,当数组的

规模 n 很大时,查找次数将会很大。
二分搜索是将数组每次分为相等的两部分,将待

查元素 x 与数组中点处的元素 a[n / 2] 比较, 若

a[n / 2] = x 则搜索成功;若 a[n / 2] > x ,则待查元素 x
在数组左半区;若 a[n / 2] < x ,则待查元素 x 在数组

右半区。 将待查元素反复地与数组中点比较,就可以

不断地把解的范围缩小到原来的一半,这样时间复杂

度会由 O(n) 减小到 O( log2n) ,性能有显著提升。 搜

索算法能够应用于一些数据结构如二叉搜索树,优化

搜索算法能够进一步提高这些数据结构的性能。
根据分治策略的研究可以想到,如果每次将数组

分为相等的更多部分,比如三部分甚至是 k 部分,算法

性能还会不会有所提升。 每次将数组分为更多的部

分,则每趟查找能够将数组缩小到更小的范围,然而每

趟需要进行额外的查找,从定性分析的角度,总的查找

次数增加或减少均是有可能的。 随着 k 的增加,平均

查找次数可能先减少,达到最低后再增加;也有可能一

直增加,后续将从定量分析的角度,对 k 分搜索的时间

复杂度进行证明。
该文将对二分、三分、四分搜索所需的平均查找次

数进行复杂度分析,并进行比较,寻找规律,最后分析

出 k 分搜索的时间复杂度。 通过将每种情况下的查找

次数求和并平均,得到算法的平均查找次数,进而得到

其时间复杂度。 可以证明, k 分搜索的时间复杂度为

O(k logkn) ,易知 k logkn 是单调递增函数,因此二分搜

索是效率最高的算法。 此外,当 k = n 时, k 分搜索退

化为遍历,时间复杂度退化为 O(n) 。

1摇 二分搜索与三分搜索
在本节中,首先通过分析平均查找次数的方式分

析二分搜索的时间复杂度,然后按照相同的方式分析

三分搜索的时间复杂度,最后对比两种算法在实际数

据下所需要的查找次数,并分析两者复杂度差异的原

因,为寻找 k 分搜索的规律做铺垫。
1. 1摇 二分搜索

二分搜索法,是通过不断缩小解可能存在的范围,
从而求得问题最优解的方法。 二分搜索可应用于二叉

搜索树、密度峰聚类、网络拓扑探测等算法,相关研究

如文献[6-9]。 二叉搜索树的左子树若不为空,则其

上的所有节点的值均小于根节点,同样,若右子树不为

空,则其上的所有节点的值均大于根节点。 二叉搜索

树便是利用了二分搜索的性质,既能够快速地查找,又
能方便地添加与删除节点,是一种高效的数据结构。

二分搜索能够应用于两种常见的问题中:一是应

用于最优解问题,求最小的 x 使得 x 满足条件 M(x) ,
可以用二分搜索来求得最小的 x [ 1 0 ];二是在有序数列

中查找值,即在一个排好序的数列中寻找与给定值相

等的元素。 该文主要通过后者来分析二分搜索的时间

复杂度以推出 k 分搜索的时间复杂度。
二分搜索的方法如图 2 所示,先将待查元素 x 与

二分之一处的元素比较,若相等,则查找成功;若该元

素大于 x ,则继续在数组左半区查找;若该元素小于

x ,则继续在数组右半区查找。 这样每次都可以将搜

索范围缩小一半。
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图 2摇 二分搜索的过程

二分搜索的伪代码如下:
1. low 饮 1;high 饮 n;j 饮0;
2. while(low 臆 high)and( j = 0);
3. 摇 mid 饮 (low + high) / 2;
4. 摇 if x = A[mid] then j 饮 mid;
5. 摇 else if x < A[mid] then high 饮 mid - 1;
6. 摇 else low 饮 mid + 1;
7. end while;
8. return j。

图 3 所示为二分查找过程的判定树,要在一个有

序数列[2 4 6 9 11 15 18 22 24 31 35]中寻找值为 22
的元素,首先将 22 与数组中点处的元素 15 比较,22 大

于 15,则待查元素在数列右半区;再将其与数列右半

区中点处的元素 24 比较,发现 22 小于 24,则继续在左

半区查找;而 22 大于左半区中点处的元素 18,则继续

在右半区查找,最终找到 22。
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图 3摇 二分搜索查找过程的判定树

·671·摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 计算机技术与发展摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 第 31 卷



时间复杂度的分析以分析每个元素被查找到的概

率的方式进行。 经过 1 次查找就能被找到的元素个数

为 20,经过 2 次查找就能被找到的元素个数为 21,以此

类推,经过 i 次查找就能被找到的元素个数为 2 i -1 。
设 S 为所有元素被查找到所需要的总次数,则有:

S = 1 伊 20 + 2 伊 21 + 3 伊 22 + … + ( i - 1) 伊
2 i -2 + i 伊 2 i -1 (1)

通过错位相减法可以求解式(1),得到:
S = ( i - 1) 伊 2 i + 1 (2)
由 1 + 2 + 4 + … + 2 i -1 = 2 i - 1逸 n ,可以得到 i臆

log2(n + 1) ,代入式(2)可得:
S 臆 (log2(n + 1) - 1)(n + 1) + 1 (3)
每个元素被查找到的概率为 1 / n ,则时间复杂度

T(n) = S / n ,代入得:

T(n) = 1
n [(log2(n + 1) - 1)(n + 1) + 1] 抑

log2(n + 1) - 1 (4)
即二分搜索平均查找次数的时间复杂度为 log2

(n + 1) - 1。 通过图 4 可以看出,二分搜索与线性查

找相比,时间复杂度由 O(n) 降到了 O( log2n) ,效率

得到了明显的提升。

图 4摇 二分搜索与遍历的时间复杂度的比较

例如,对一个规模为 1e6 的问题,遍历需要的平均

查找次数为:

T(n) = 1
n [1 + 2 + … + n] = 1 + n

2 = 5e5 (5)

而二分搜索平均仅需 20 次即可查找成功,极大地

提高了算法的性能。
利用二分搜索高效查找的性质,能够将二分搜索

应用于一种数据结构即二叉搜索树,又称二分搜索树、
二叉排序树,如图 5 所示。 二叉搜索树是一种二叉树,
对于树中的每一个节点,若其左子树存在,则根节点的

值不小于其左子树中每一个节点的值;若其右子树存

在,则根节点的值不大于其右子树中每一个节点的值,
二叉搜索树的相关研究如文献[11-14]。 若二叉搜索

树为满二叉树,则其搜索的时间复杂度为 O( log2n) ,

若每层只有一个节点,则复杂度为 O(n) ,因此二叉搜

索树的时间复杂度为 O(log2n) ~ O(n) 。
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图 5摇 二叉搜索树

二叉搜索树能够做到与线性二分查找一样的时间

复杂度 O(log2n) 。 线性二分查找需要保证待查序列

是单调的,因此增加或者删除节点时,需要较多的操

作;而二分搜索树能够高效地对节点进行增加或者删

除操作,是对二分搜索进行优化的一种数据结构。
后续将继续分析,若将问题划分为更多的子问题,

即二分搜索、 k 分搜索,能否更好地提升搜索算法的

性能。
1. 2摇 三分搜索

三分搜索的方法如图 6 所示,先将待查元素 x 与

三分之一处的元素比较,然后将 x 与三分之二处的元

素进行比较[15]。 若相等,则搜索成功;若 x 小于第一

个元素,则继续在左三分之一部分查找;若 x 大于第一

个元素小于第二个元素,则继续在中间三分之一部分

查找;若 x 大于第二个元素,则继续在右三分之一部分

查找。
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图 6摇 三分搜索的过程

三分搜索每次能将查找范围缩小三分之一,继续

查找,直到找到待查元素 x 。
其伪代码如下:
1. low 饮 1;high 饮 n;j 饮0;
2. while(low 臆 high)and( j = 0);
3. 摇 midl 饮 low + (high - low) / 3;
4. 摇 midr 饮 low + 2(high - low) / 3;
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5. 摇 if x < A[midl] then high 饮 midl - 1;
6. 摇 else if x = A[midl] then j 饮 midl;
7. 摇 else;
8. 摇 摇 if x < A[midl] then low 饮 midl + 1;
9. 摇 摇 else if x = A[midl] then j 饮 midr;
10. 摇 else low 饮 midr + 1;
11. end while
12. return j。

例如对于一个有序数列[2 4 6 9 11 15 18 22 24 31
35 39],寻找与值 22 相等的元素,首先将 22 与三分之

一处的元素 9、三分之二处的元素 24 比较,易知 9<22<
24,则继续在中间三分之一部分[11 15 18 22]查找;再
分别与 11 和 18 比较,发现大于 18,则在右三分之一部

分查找,最终找到元素 22。
时间复杂度的分析方法与二分搜索类似,在查找

过程中,第 1 趟需要找 2 次,能够被找到的元素有 2 伊
30 个,第 2 趟需要找 2 伊 2 次,能够被找到的元素有 2 伊
31 个,第 i - 1 趟需要找 2 伊 ( i - 1) 次,能够被找到的

元素有 ( i - 1) 伊 3 i -2 个,第 i 趟需要找 2 伊 ( i - 2) 次,
能够被找到的元素有 i 伊 3 i -1 个。 每个元素被查找到

的概率为 1 / n ,则时间复杂度 T(n) = 4S / n ,其中:
S = 1 伊 30 + 2 伊 31 + 3 伊 32 + … + ( i - 1) 伊

3 i -2 + i 伊 3 i -1 (6)
通过与二分搜索相同的方法可以得到:

T(n) = 2 n + 1
n log3(n + 1) - 1 抑

2 log3(n + 1) - 1 (7)
即三分搜索平均查找次数的时间复 杂 度 为

2log3(n + 1) - 1。
1. 3摇 二分搜索与三分搜索的比较

由 1. 1 节和 1. 2 节可知二分搜索的时间复杂度为

log2(n + 1) - 1,三分搜索的时间复杂度为 2 log3(n +
1) - 1,易知 log2(n + 1) - 1 < 2 log3(n + 1) - 1,故二

分搜索的效率更高。 图 7 为随着数组规模 n 的增长,
两者时间复杂度的比较。

图 7摇 二分与三分搜索时间复杂度的比较

表 1 为在实际数据下,分别使用规模为 100、
1 000、10 000、100 000 的数组,二分搜索与三分搜索所

需的查找次数。 虽然有个别情况三分所需次数更少,
这是因为被查找的位置恰好在三分点上,但从总体上

看,还是二分所需次数更好。
表 1摇 二分与三分搜索在实际数据下的比较

数组规模 100 1 000 10 000 100 000

二分搜索 6 7 8 8 9 13 12 18

三分搜索 8 5 11 10 13 16 17 23

摇 摇 无论是从平均查找次数的复杂度分析还是通过实

例分析都可以看出二分搜索比三分搜索的效率更高。
与二分搜索相比,三分搜索虽然每次将待查数组缩小

到更小的范围,但是二分搜索每趟只需要查找一次,即
中点处的元素,而三分搜索需要两次,即三分之一与三

分之二处的元素,每趟搜索就增加了一次查找,随着搜

索次数的增加,三分搜索所需要的额外查找次数越来

越多。 因此,三分搜索与二分搜索相比,平均查找总次

数更多,时间复杂度更高。

2摇 k 分搜索
为了找出 k 分搜索的复杂度,首先分析四分搜索

以找出规律,分析方式同上,可以得出:

3S = ( i - 1
3 )4 i + 1

3 (8)

则时间复杂度为:

T(n) = 3 n + 1
n log4(n + 1) - 1 抑

3 log4(n + 1) - 1 (9)
可以看出,四分搜索与三分搜索相比,时间复杂度

再一次增加,据此推测, k 分搜索的时间复杂度是随着

k 的增加而增加的,以下过程证明了这一点。
对于 k 分搜索有:

(k - 1)S = i - 1
k - 1k

i + 1
k - 1 (10)

时间复杂度为:

T(n) = (k - 1) 2 1
n S =

(k - 1) n + 1
n logk(n + 1) - 1 (11)

上式可近似为 (k - 1)logk(n + 1) - 1,随着 k的变

化,时间复杂度的变化如图 8 所示。
可以看出时间复杂度 T 是随着 k 的增加而增加

的,因此二分搜索的效率是最高的。 虽然 k 分搜索每

次能将搜索范围减小到原来的 1 / k ,即公式中的 logk ,
但是每趟搜索需要查找 k 次,即公式中的系数 k ,因
此,随着 k 的增加,需要的查找次数也越来越多,因此
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时间复杂度也是增加的。

图 8摇 随着 k 的升高 k 分搜索时间复杂度的变化

因此,各种算法如快速排序、极限情况,当 k = n 时

即为遍历。 此时每次将搜索范围缩小为 1 / n ,只需一

趟搜索,但是需要搜索 n - 1 次,即与前 n - 1 个元素均

要进行比较,如图 9 所示,与遍历的方式是相同的。

1 2 3 4 ... n-1 n

图 9摇 n 分搜索

时间复杂度为:

T(n) = (n - 1) n + 1
n logn(n + 1) - 1 (12)

如图 10 所示, n 分搜索与遍历的复杂度 n 是十分

接近或者说近似相同的。

图 10摇 遍历与 n 分搜索的时间复杂度的比较

3摇 结束语
通过一系列的分析与证明,研究了二分、三分、 k

分搜索的时间复杂度,得出如下结论:(1)证明了 k 分

搜索的时间复杂度是 O(k logkn) ; (2)二分搜索是效

率最高的搜索算法,对于 k 分搜索来说, k 越大,算法

效率越低。 虽然三分、 k 分搜索与二分搜索相比每次

查找能将待查找数组缩小到更小的范围,但是二分搜

索每趟只需要查找一次,三分搜索需要两次, k 分搜索

需要 k - 1 次,这就增加了查找次数,使得时间复杂度

升高;(3)当 k = n 时, k 分搜索退化为遍历,时间复杂

度退化为 O(n) 。
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