
收稿日期:2020-01-12摇 摇 摇 摇 摇 摇 修回日期:2020-05-15
基金项目:国家自然科学基金(61300159);江苏省自然科学基金(BK20181288)
作者简介:张摇 峰(1993-),男,硕士研究生,研究方向为智能计算与机器学习。

基于近似边界和层次聚类的超多目标进化算法
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摘摇 要:很多工程优化问题需要同时优化超过 3 个冲突的目标,这类问题就属于超多目标优化问题。 由于超多目标优化

问题的目标空间过于庞大,并且很多算法往往只能使用数量较少的种群来近似问题的结果,这使得很多算法难以保持较

好的多样性和收敛性,此外,许多算法往往忽略使用极值点的有效信息来加速算法收敛。 为了解决上述问题,提出了一种

基于近似边界和层次聚类的超多目标进化算法。 在一种求角点解方法的基础上,使用角点解近似边界(极值点)来加速算

法收敛,并进一步提出使用层次聚类来挑选下一代种群,借此使得算法能够保持较好的收敛性和多样性。 最后通过与多

个流行的求解超多目标优化问题算法进行对比实验,证明了该算法的有效性。
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Many-objective Evolutionary Algorithm Based on Approximate
Boundary and Hierarchical Clustering

ZHANG Feng,GU Yi-fan
(School of Computer Science and Technology,Nanjing University of Aeronautics and

Astronautics,Nanjing, 211100,China)

Abstract:Many engineering optimization problems need to optimize more than 3 conflicting objectives at the same time,and this type of
problem belongs to many-objective optimization problem. The objective space of many-objective optimization problem is too large,and
many algorithms can only use a small number of population to approximate the results of the problem,which makes it difficult for many
algorithms to maintain better diversity and convergence. In addition,many algorithms often ignore valid information from nadir point to
speed up the algorithm爷s convergence. To solve the above problem,we propose a many-objective evolutionary algorithm based on ap鄄
proximate boundary and hierarchical clustering. On the basis of a corner solution method,the corner solutions is used to approximate the
boundary (nadir point) to accelerate the convergence of the algorithm. We further propose the use of hierarchical clustering to select the
next population,thereby enabling the algorithm to maintain better convergence and diversity. Finally,the effectiveness of the proposed al鄄
gorithm is proved by comparing with many popular algorithms for solving super-multi-objective optimization problems.
Key words:many-objective optimization problem;nadir point;many-objective evolutionary algorithm;corner solution;hierarchical clus鄄
tering

0摇 引摇 言
在实际工程优化问题中,往往需要同时优化多个

冲突的目标,这类问题就被称为多目标优化问题[1-2]

(multiobjective optimization problem,MOP)。 目标数

大于 3 的多目标优化问题,就被称为超多目标优化问

题(many-objective optimization problem,MaOP)。 许

多工程优化问题都属于超多目标优化问题,高效地求

解超多目标优化问题有着十分重要的理论意义和实际

价值。

1摇 概摇 述
1. 1摇 超多目标优化问题定义

一个连续的最小化超多目标优化问题(MaOP)的
数学表达式如下:

minimize F(x) = ( f1(x),…,fm(x))

subject to x 沂 赘
(1)

其中, 赘 沂 Rn 和 F:赘 寅 Rm 分别表示决策空间和 m 个

实值目标函数组成的目标空间, x = (x1,x2,…,xn)
T 沂

赘 称为 MaOP 中的一个解。
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1. 2摇 相关定义简介

假设两个解 u,v沂赘 ,定义 u支配 v并简记为 u刍
v ,成立的条件是当且仅当对 坌j 沂 {1,2,…,m} 都有

f j(u) 臆 f j(v) ,并且至少埚i沂{1,2,…,m} 使得 f i(u)
< f i(v) 。 设解 x* 沂 赘 ,若没有解 x 沂 赘 使得 x 刍
x* ,则称 x* 和 F(x*) 分别为 Pareto 最优解和 Pareto
最优向量。 所有 Pareto 最优解组成了 Pareto Set(PS),
并且 PS 对 应 的 目 标 向 量 集 合 则 是 Pareto Front
(PF) [3]。

理想点 z* 的定义如下:
z*j = min

x沂赘
f j(x), j 沂 {1,2,…,m} (2)

极值点 znad 的定义如下:
znadj = max

x沂P '
f j(x), j 沂 {1,2,…,m} (3)

其中, P ' 表示一个解集 P 的非支配解集。
决策者可以根据实际需要从算法近似的 PF 中挑

选一个解进行决策。
收敛性和多样性是衡量多目标优化算法性能的准

则。 收敛性是指算法近似出来的 PF 距离真实 PF 的

远近,多样性是指算法近似的 PF 能否很好地覆盖和

表示整个 PF。
1. 3摇 多目标优化算法研究综述

在过去的几十年中,许多经典的多目标优化算法

被提出来求解 MOP,而多目标进化算法能够通过进行

大量目标函数评估来有效求解 MOP。 下面简单介绍

一些多目标进化算法。
NSGA-II[4]能够通过快速非支配排序和计算拥挤

距离来有效求解 2 到 3 目标的 MOP,但在求解 MaOP
上,会出现许多非支配解,导致算法性能难以达到理想

的效果。 MOEA / D-DE[5]通过结合基于一组权重向量

分解的方法和差分进化来有效求解一些具有复杂 PS
形状的 MOP,但由于算法中的权重向量是固定的,这
不一定能很好地适应 PF 形状,在求解一些 PF 形状特

殊的 MaOP,MOEA / D-DE 效果欠佳。 为了更好地平

衡算 法 在 高 维 目 标 空 间 上 的 收 敛 性 和 多 样 性,
RVEA[6]通过一种角度惩罚距离的度量方法来自适应

地调整权重向量分布,因此,RVEA 能够较好地求解

MaOP 问题。 在一种被广泛使用的评价指标 Inverted
Generational Distance[7]( IGD)上,MaOEA / IGD[8] 设计

了一种高效计算支配比较的方法和提出了一种基于分

解的高效近似极值点的方法,来更好地求解 MaOP。
尽管上述的多目标进化算法能够从基于支配、分解和

指标的角度来较好地求解 MaOP 问题,但由于 MaOP
目标空间过于庞大,算法使用的种群数量有限,如何在

求解 MaOP 时更好地考虑算法的收敛性和多样性一直

是一个严峻的挑战。

1. 4摇 使用角点解近似理想点和极值点

Singh 和 Isaacs 等人定义了角点解并提出一种求

出角点解的方法[9]。 角点解可能出现在以下这两种极

端的情况。 (1)角点解位于一个只有某个目标最小的

超平面上; (2) 角点解位于轴坐标上,原点在理想

点上。
角点解可以用来有效近似极值点。 假设 SC 是一

个角点解集,极值点的近似公式如下所示:
znadj 抑 max

x沂SC

f j(x), j 沂 {1,2,…,m} (4)

1. 5摇 研究动机

在求解 MOP 时,平衡多样性和收敛性是提升算

法性能的关键。 但在求解 MaOP 时,由于目标空间过

大,并且算法往往只能使用数量较少的种群来近似问

题的 PF,这使得许多算法更难以较好地保持多样性和

收敛性。 此外,大多数算法忽略了使用近似的极值点

来固定近似的 PF 边界,这会影响 MaOP 的求解速度。
为了充分利用极值点的有效信息,该文使用一种求角

点解的方法[9]来近似极值点,和使用极值点固定近似

的 PF 边界来排除比较差的解,借此来加速算法收敛,
然后进一步提出使用层序聚类的方法来将种群划分成

多个聚类,并根据每个聚类中心自适应地产生一个权

重向量,最后根据每个聚类中的解在对应权重向量的

聚合函数来挑选下一代种群。 通过上述方法使得算法

能够保持较好的收敛性和多样性并有效地求解

MaOP。

2摇 算法设计
2. 1摇 算法框架

本节主要介绍提出的基于层次聚类和边界近似的

超多目标进化算法(MaOEA-ABHC)的实现细节,其
中 MaOEA 表示超多目标进化算法,ABHC 表示边界

近似和层次聚类。 MaOEA-ABHC 的算法框架如算法

1 所示:
算法 1:MaOEA-ABHC 算法框架。
输入: N :种群数;
算法的终止条件。
输出:最终种群 P 。
1. 随机生成规模为 N 的初始种群 P ;
2. while 没达到终止条件 do
3. 对 P 使用 SBX 算子产生子代 Q ;
4. PU = P 胰 Q ;

5. 使用 PU 近似 z* ;

6. 根据 PU 求出角点解集 SC 并近似 znad ;

7. P =UpdatePop( N , PU , SC , z* , znad );
8. end
9. return P

MaOEA-ABHC 主要分为 3 个阶段:
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(1)初始化:主要随机生成一个规模为 N 的初始

种群 P 。
(2)近似边界:首先对当前种群 P 使用 SBX 算子

来产生子代 Q ,然后根据式(5)来近似理想点 z* :
z*j 抑 min

x沂PU

f j(x), j 沂 {1,2,…,m} (5)

根据 Singh 和 Isaacs 等人的工作[9]求出当前 PU 的

角点解集 SC ,最后根据式(4) 使用 SC 来近似极值

点 znad 。
(3)更新种群:根据 PU 非支配解的数量与种群数

的相应情况来更新当前种群 P 。
2. 2摇 更新种群

更新种群相对比较复杂,首先获取 PU 的非支配解

集 P ' 和剩余解集 PR 。
接下来进行第一次判断,如果 P ' 的数量 P ' 大

于种群数 N ,则先去除 P ' 在 znad 外的解,并得到剩余解

集 P ' 和去除解集 PE ,再进行第二次判断,如果 P ' 的数

量 P ' 仍然大于种群数 N ,则使用层次聚类方法来挑

选下 一 代 种 群。 第 二 次 判 断 中, 如 果 P ' 的 数 量

P ' 小于种群数 N ,则根据 PE 中的解到 z* 的最短欧

氏距离来挑选 N -| P ' | 个解补充到 P ' 。 第一次判断

中,如果 P ' 的数量 P ' 小于种群数 N ,则根据 PR 中

的解到 z* 的最短欧氏距离来挑选 N -| P ' | 个解补充

到 P ' 。 最后返回一个新种群 P ' ,具体的实现细节可

以参考算法 2。
算法 2:UpdatePop。
输入: N :种群数; PU :父代和子代的合并种群; SC : PU 的

角点解集; z* :近似的理想点; znad :近似的极值点。
输出:新种群 P ' 。
1. 获取 PU 的非支配解集 P ' 和剩余解集 PR ;

2. if | P ' | > N then
3. 去除 P ' 在 znad 外的解,得剩余解集 P ' 和去除解集 PE ;

4. if | P ' | > N then
5. P ' =HCSelection( N , P ' , SC );
6. else
7. 根据 PE 中的解到 z* 的欧氏距离挑选 N -| P ' | 个解补充

到 P ' ;
8. end
9. else
10. 根据 PR 中的解到 z* 的欧氏距离挑 N -| P ' | 个解补充

到 P ' ;
11. end

12. return P '

2. 3摇 层次聚类选解

首先把 PU 的角点解集 SC 加入到新种群 P ,接下

来使用层次聚类的方法挑选出剩下的 N -| SC | 个解

加入到 P 中, SC 表示角点解集的数量。

在层词聚类前先对每个解 x沂 P ' 的目标向量进行

归一化,归一化的公式如下:
f j(x) - fmin

j

fmax
j - fmin

j

, j 沂1,2,…,m (6)

其中, fmax
j 和 fmin

j 分别表示 P ' 中的解在第 j 个目标函数

的最大值和最小值。
接下来,先对 P ' 中每个解的目标向量进行归一化

后得到 P '
1,并把 P '

1 的目标向量变成单位向量后得到

P '
2。 根据 P '

2 的目标向量使用层次聚类把 P '
2 划分为

N - | SC | 个聚类,每个聚类的解集索引号保存到 I 。
在 I和 P '

1 的基础上,计算每个聚类 P '
1(idx) ( idx沂 I )

的聚类中心 cidx ,并根据这个聚类中心自适应地产生

一个权重向量 姿 idx 。 第 i沂1,2,…,N -| SC | 个聚类中

心 ci = (x i
1,x

i
2,…,x i

n)
T 产 生 权 重 向 量 姿 i =

(姿 i
1,姿

i
2,…,姿 i

n)
T 的具体公式如下:

姿 i
j =

x i
j

x i
1 + x i

2 + … + x i
n

, j 沂1,2,…,n (7)

最后 根 据 MOEA / D[10] 提 出 的 Weighted Sum
(WS)方法计算 P '

1(idx) 中的解在 姿 idx 下的聚合函数,
并从 P '

1(idx) 中挑选一个最好的解 xB 进行评估,然后

把 xB 加入到 P 中。 HCSelcection 函数最后会返回一个

新种群 P ,具体的细节可以参考算法 3。
算法 3:HCselection。
输入: N :种群数; P ' :候选种群; SC : PU 的角点解集。
输出:新种群 P 。
1. P = 堙 ;
2. P = P 胰 SC ;

3. 按式(6)对 P ' 中的目标向量进行归一化,得 P '
1;

4. 把 P '
1 中的目标向量变成单位向量,得 P '

2;

5. 对 P '
2 进行层次聚类,得一组聚类索引 I ;

6. foreach idx 沂 I do
7. 计算解集 P '

1(idx) 的聚类中心 cidx ;

8. 按式(7)来计算聚类中心权重向量 姿 idx ;
9. 按 WS 计算 P '

1(idx) 在 姿 idx 的聚合函数;

10. 获取并评估 P '
1(idx) 中的最佳个体 xB ;

11. P = P 胰 xB ;
12. end
13. return P

3摇 实验设计
3. 1摇 实验参数设置

MaF 系列测试问题[11] 是一组流行的超多目标优

化问题。 该文主要选择了 MaF 系列中前 11 个测试问

题来检验 MaOEA-ABHC 与 4 个流行超多目标优化对

比算法的性能,这些对比算法主要包括 NSGA - II、
MOEA / D-DE、RVEA 和 MaOEA / IGD。 每个算法都
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独立地运行目标变量数 m 为 5 和 10 的 MaF1-MaF11
测试问题 30 次。 在 5 目标的 MaF 中,除了 MaF7 的决

策变量数 n 为 24 和 MaF8-9 的 n 为 2 外,其他问题的

n 都为 14;在 10 目标的 MaF 中,除了 MaF7 的决策变

量数 n 为 29 和 MaF8-9 的 n 为 2 外,其他问题的 n 都

为 19。 所有算法的种群数都设为 200,并且每个测试

问题的最大目标函数评估次数都设为 100 000 次。
除了上文提到的 IGD 指标外,还有 Hypervolume

Indicator[12](HV)、IGD+[13]和 R2
[14]等评价指标。 该文

主要使用一种考虑收敛性和多样性的综合指标 HV 来

评价所有算法的性能,以上算法都在 PlatEMO[15] 上实

现,并使用 PlatEMO 自带的 HV 计算方法来计算所有

算法的 HV 值。 此外,还使用了置信度为 0. 05 的

Wilcoxon 秩和检验来度量 MaOEA-ABHC 与其他对

比算法的显著性,其中符号 =表示 MaOEA-ABHC 和

其他对比算法没有显著性区别,符号+和-分别表示

MaOEA-ABHC 明显地比其他对比算法好和差。
3. 2摇 实验结果

正如表 1 所示,MaOEA-ABHC 在大多数测试问

题上都取得了最佳的 HV 值,并且在大多数测试问题

上,MaOEA-ABHC 的算法性能都显著地优于其他对

比算法。 由于 HV 是一种考虑多样性和收敛性的综合

指标,这表明 MaOEA-ABHC 在解决各类型的 MaOP
上都能保持较好的多样性和收敛性,并能有效地求解

各类型的 MaOP。

表 1摇 所有算法在全部测试问题上的 HV 均值和显著性符号(每个问题的最佳指标值加粗显示)

测试问题 M MaOEA-ABHC NSGA-II MOEA / D-DE MaOEA-IGD RVEA

MaF1 5 3. 238 6e-2 2. 668 8e-2 + 2. 187 8e-2 + 7. 984 3e-3 + 1. 088 8e-2 +

MaF2 5 2. 645 5e-1 2. 367 7e-1 + 2. 053 3e-1 + 2. 050 6e-1 + 2. 403 4e-1 +

MaF3 5 9. 986 5e-1 5. 077 8e-1 + 8. 086 3e-1 + 2. 097 2e-1 + 9. 980 8e-1 =

MaF4 5 1. 829 4e-1 1. 452 7e-1 + 3. 893 2e-2 + 1. 062 4e-2 + 4. 905 5e-2 +

MaF5 5 8. 678 5e-1 7. 953 7e-1 + 6. 822 6e-1 + 6. 942 3e-1 + 8. 466 8e-1 +

MaF6 5 2. 104 9e-1 2. 105 5e-1 = 1. 969 2e-1 + 1. 343 3e-1 + 1. 917 3e-1 +

MaF7 5 3. 428 7e-1 2. 957 7e-1 + 1. 177 3e-1 + 2. 602 1e-1 + 2. 958 5e-1 +

MaF8 5 1. 746 8e-1 1. 639 7e-1 + 1. 632 7e-1 + 8. 081 6e-2 + 1. 108 4e-1 +

MaF9 5 3. 786 7e-1 2. 376 2e-1 + 3. 826 3e-1 = 1. 533 5e-1 + 2. 841 6e-1 +

MaF10 5 9. 683 5e-1 9. 644 8e-1 = 9. 480 6e-1 + 4. 560 8e-1 + 9. 853 5e-1 -

MaF11 5 9. 937 5e-1 9. 915 1e-1 + 9. 434 5e-1 + 9. 456 4e-1 + 9. 933 9e-1 =

MaF1 10 1. 876 3e-5 6. 900 0e-6 + 1. 248 9e-6 + 2. 072 0e-6 + 5. 813 6e-7 +

MaF2 10 2. 852 4e-1 2. 577 8e-1 + 2. 434 0e-1 + 2. 169 3e-1 + 1. 344 1e-1 +

MaF3 10 9. 996 4e-1 0. 000 0e+0 + 9. 981 5e-1 + 4. 212 6e-1 + 9. 844 8e-1 +

MaF4 10 1. 131 6e-3 1. 711 5e-4 + 8. 831 8e-6 + 7. 269 2e-7 + 4. 742 1e-6 +

MaF5 10 9. 762 6e-1 1. 652 1e-3 + 5. 255 7e-1 + 5. 586 5e-1 + 9. 021 3e-1 +

MaF6 10 1. 777 0e-1 1. 310 1e-2 + 1. 748 1e-1 + 1. 002 5e-1 + 1. 687 1e-1 +

MaF7 10 2. 414 5e-1 4. 225 5e-5 + 1. 961 9e-4 + 4. 895 6e-2 + 2. 323 8e-1 +

MaF8 10 2. 012 6e-2 1. 676 3e-2 + 1. 564 3e-2 + 4. 304 7e-3 + 5. 701 1e-3 +

MaF9 10 3. 132 7e-2 1. 088 1e-4 + 2. 260 4e-2 + 7. 784 5e-3 + 7. 908 4e-3 +

MaF10 10 9. 835 9e-1 9. 202 9e-1 + 4. 602 0e-1 + 7. 278 2e-1 + 9. 803 0e-1 +

MaF11 10 9. 984 7e-1 9. 973 2e-1 + 9. 898 6e-1 + 9. 264 4e-1 + 9. 641 3e-1 +

4摇 结束语
许多工程优化问题都属于超多目标优化问题。 由

于目标空间过于庞大,并且算法往往只能使用规模较

少的种群来近似问题的 PF,这使得多数算法难以保持

较好的收敛性和多样性。 此外,许多算法往往忽视使

用极值点的有用信息来帮助算法加速收敛并提升优化

性能。 在一个求角点解集方法的基础上,该文使用角

点解集近似边界(极值点)并加速算法收敛,然后使用

层次聚类进行选解来保证算法的收敛性和多样性。 在

未来,将进一步拓展算法来研究并求解一些实际应用

问题。
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