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基于 PSO 算法的 SOR 最优松弛因子选取研究

薛摇 丹,姚若侠
(陕西师范大学 计算机科学学院,陕西 西安 710119)

摘摇 要:目前选取逐次超松弛迭代法(SOR)最优松弛因子的基本思路是:在区间(0,2)上,根据确定的分割策略,选取分割

点的值作为松弛因子来计算相应的 SOR 迭代次数,将小于预设的 SOR 迭代次数阈值的松弛因子作为最优解返回,例如二

分比较法、黄金分割法、逐步搜索法等,其缺陷在于不易找到全局最优松弛因子且对参数依赖较大。 为克服传统策略解决

该问题的不足,受粒子群优化算法及其在不同场景成功应用的启发,提出利用基本粒子群优化算法(bPSO)、简化粒子群优

化算法(sPSO)、带极值扰动粒子群优化算法(tPSO)和带极值扰动的简化粒子群优化算法( tsPSO)来搜索 SOR 迭代法最优

松弛因子。 通过对两个不同的线性方程组的实证测试,验证了四种算法在选取 SOR 最优松弛因子问题上的有效性。
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Study on Selecting SOR Optimal Relaxation Factor with
Particle Swarm Optimization

XUE Dan,YAO Ruo-xia
(School of Computer Science,Shaanxi Normal University,Xi爷an 710119,China)

Abstract:At present,the basic idea of selecting SOR optimal relaxation factor is as follows:in the interval (0,2),the value of a split
point is selected as the relaxation factor to calculate the corresponding SOR iteration number,and the relaxation factor less than the preset
SOR iteration threshold is returned as the optimal solution,such as dichotomous comparison method,golden section method,stepwise
search method,and so on. However,this strategy is hard to find the global optimal one and heavily depends on parameter setting. In
order to solve the problem above,inspired by the particle swarm optimization and its successful application in different scenes,we propose
to use the basic particle swarm optimization (bPSO),the simple particle swarm optimization ( sPSO),the extremum disturbed particle
swarm optimization ( tPSO) and the extremum disturbed and simple particle swarm optimization ( tsPSO) for finding SOR optimal
relaxation factor. By testing the two different linear equations,we verify the validity of four algorithms in selecting SOR optimal
relaxation factor.
Key words:particle swarm optimization;simple particle swarm optimization;extremum disturbed particle swarm optimization;SOR iterate
algorithm;optimal relaxation factor

0摇 引摇 言
在科学和工程领域中,许多重要的问题常常可以

归结为对大型稀疏线性代数系统的求解问题。 这类线

性代数系统的系数矩阵阶数较高,采用直接法进行

Gauss 消去或者是矩阵的三角分解,计算量大并且复

杂度高,对于这种情况,通常采用迭代法求解[1]。 迭代

法是指从一个初始向量出发,按照给定的迭代公式,逐
次迭代来逼近方程组的解,因此,迭代法是否收敛,收
敛速度以及迭代次数成为衡量迭代算法非常重要的指

标。 逐次超松 弛 迭 代 法 ( successive overrelaxation,

SOR) 是对 Gauss - Seidel (G - S) 迭代法的改进,由

Frankel 和 Young 提出,随后被广泛应用于求解核反应

扩散、石油天然气存储、天气预测等大型实际问题的数

学模型[2]。 求解方程组 Ax = b 的 SOR 迭代公式

如下[1]:

x(k)
i = x(k-1)

i + w
a ii

(b i - 移
i-1

j = 1
a ijx

(k)
j - 移

n

j = i
a ijx

(k-1)
j )

(1)
其中, k = 1,2,… 表示每一步迭代计算; i = 1,2,…n ,
x i 表示解向量 x 的各个分量。 松弛因子 w 是影响 SOR
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迭代法的关键, w 选取恰当,可以使 SOR 迭代法快速

收敛,而不恰当的 w 可能减缓 SOR 迭代法的收敛速度

甚至导致发散。 因此,研究如何选取最优的松弛因子

w 在数值代数领域具有重要意义。
定理 1[1]:若 SOR 迭代收敛,则松弛因子 w需满足

w Î(0,2)。
文献[3]指出,通过数学公式确定最优松弛因子 w

具有一定难度,因而另辟蹊径提出通过计算机算法选

取最优松弛因子,即在区间(0,2)上分别采用二分比

较法、黄金分割法、逐步搜索法选取最优松弛因子 w 。
通过对这三种算法的研究和分析,发现传统的分割算

法等虽然容易实现,但却对参数设置有较强的依赖,且
无法保证在(0,2)区间上可以成功选取全局最优松弛

因子。 因此,该文根据群智能优化算法可以在解空间

根据迭代规则智能靠近最优解的思路,拟通过粒子群

优化算法(particle swarm optimization,PSO)来实现在

(0,2)区间上选取 SOR 迭代法最优松弛因子 w ,以进

一步推动通过计算机算法选取 SOR 最优松弛因子 w
的研究发展。

1摇 粒子群优化算法
粒子群优化算法是由 Eberhart 和 Kennedy 于 1995

年提出的一类基于群智能的随机优化算法[4]。 PSO
算法的基本思想来源于对鸟群捕食行为的研究:一群

鸟在随机搜寻食物,如果这个区域里只有一块食物,那
么找到食物的最简单有效的策略是,搜寻目前离食物

最近的鸟的周围区域。 粒子群优化算法自提出以来,
由于形式简单,实现容易,需要调整的参数较少,已被

广泛应用于多个学科和工程领域[5-6]。
1. 1摇 PSO 算法

PSO 算法首先初始化一组种群数为 n 的随机粒

子,每个随机粒子代表 D 维解空间的一个解,粒子 i 在
d 维的位置用 x id 表示,粒子 i在 d维的速度用 vid 表示,
粒子通过改变 vid 来改变自己的位置,不断靠近潜在最

优解。 vid 的更改受到两个极值的影响:一个极值是粒

子本身找到的最优解,称为个体极值,记为 pbest id ;另
一个极值是整个种群找到的最优解,称为全局极值,
记为gbestd

[4]。 vid 体现了粒子在群体中追随潜在最优

解流动的速度和方向,文献[4]最早提出的粒子群追

踪潜在最优解的进化方程如下式所示[4]:
vt +1id = vtid + c1 r1(pbest id - x id) +

c2 r2(gbestd - x id) (2)
x t +1
id = x t

id + vt +1id (3)
其中, i = 1,2,…,n ; d = 1,2,…,D ; r1 和 r2 是[0,1]之
间的随机数;学习因子 c1、 c2 为非负常数,通常取 c1 =
c2=2; vid 沂[- vmax,vmax ], vmax 是用户设定的常数,表示

速度更改的最大值。 进化终止条件为预设的最大迭代

次数或预定的最小适应度阈值,该算法也被称为全局

版 PSO 算法。
1. 2摇 PSO 算法的发展

全局版 PSO 算法虽然形式简单、易于理解、容易

实现且能快速收敛至潜在最优解,但存在容易陷入局

部极值、进化后期收敛速度慢等问题,许多学者也一直

致力于研究如何提高 PSO 算法的寻优能力。 1998 年,
Yuhui Shi 和 Russell Eberhart 通过给式(3)添加惯性权

重(weight)来优化 PSO 算法的能力,并通过实验得出

结论:当惯性权重在区间[0. 9,1. 2]时,PSO 算法有较

高的概率可以搜索到全局最优解[7],修改后的进化方

程如式(4)和式(5) [7]式所示:
vt +1id = weight*vtid + c1 r1(pbest id - x id) +

c2 r2(gbestd - x id) (4)
x t +1
id = x t

id + vt +1id (5)
很多学者将式(4)和式(5)称为基本粒子群优化

算法(basic particle swarm optimization,bPSO)。
2006 年,胡旺等提出简化粒子群优化算法( simple

particle swarm optimization,sPSO) [8],sPSO 算法仅由

粒子位置控制进化过程。 实验证明,该算法能够有效

避免粒子群进化后期收敛速度变慢和精度低等问

题[8]。 sPSO 算法的进化方程为[8]:
x t +1
id = weight*x t

id + c1 r1(pbest id - x t
id) +

c2 r2(gbestd - x t
id) (6)

同时,为了克服 bPSO、sPSO 算法在进化后期容易

陷入局部极值的缺点,提出了带极值扰动的粒子群优

化 算 法 ( extremum disturbed particle swarm
optimization,tPSO) [8] 和带极值扰动的简化粒子群优

化算法( extremum disturbed and simple particle swarm
optimization,tsPSO) [8]。 tPSO、tsPSO 算法的基本思路

是:在粒子群进化方程中,通过扰动因子 r3、 r4 分别对

个体极值和全局极值添加随机扰动,以提升算法跳出

局部极值的能力。 具体扰动策略为:将粒子群的进化

停滞步数作为随机扰动的触发条件,用 t0 和 tg 分别表

示个体极值和全局极值进化停滞步数,用 T0 和 Tg 分别

表示个体极值和全局极值需要扰动的停滞步数阈值。
T0 和 Tg 的具体取值由用户设定,当 t0 臆 T0 时,个体极

值不需要扰动, r3 =1;否则对个体极值进行随机扰动,
r3 = U(0,1) 。 同理,当 tg 臆 Tg 时,全局极值不需要扰

动, r4 =1;否则对全局极值进行随机扰动, r4 = U(0,
1) 。 tPSO 算法的进化方程为:

vt +1id = weight*vtid + c1 r1(r3*pbest id - x id) +
c2 r2( r4*gbestd - x id) (7)

x t +1
id = x t

id + vt +1id (8)
tsPSO 算法的进化方程为:
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x t +1
id = weight*x t

id + c1 r1( r3*pbest id - x t
id) +

c2 r2( r4*gbestd - x t
id)

(9)

扰动因子 r3、 r4 的取值分别为:

r3 =
1,t0 臆 T0

U(0,1),t0 > T{
0

(10)

r4 =
1,tg 臆 Tg

U(0,1),tg > T{
g

(11)

通过对粒子群优化算法的研究及应用现状的调查

和分析[9-14],选取 bPSO、sPSO、tPSO、tsPSO 等四个算

法分别应用在(0,2)区间上针对不同方程组 Ax = b 选

取 SOR 迭代法的最优松弛因子 w ,实验具体设计、部
署和结果分析将在下文详细介绍。

2摇 实验与分析
2. 1摇 实验环境及数据准备

实验选取两个不同的线性方程组[1,3,15],应用以上

四个算法对两个线性方程组分别求出最优 SOR 松弛

因子 w ,在 SOR 迭代过程中,假定当 max 驻x i =

max x(k+1)
i - x(k)

i < 10 -6,i = (1,2,…,n) 时迭代终

止,如果 SOR 迭代 500 次仍无法满足迭代终止条件,
则认为 SOR 发散。

实验环境信息如下:Win 10 操作系统,Intel誖 Core
(TM) i7-8550U CPU 处理器,8 GB 内存,Python 开发

语言,Python3. 5 解释器版本,PyCharm2018. 1. 4 开发

环境。
算法的参数设置如下:种群粒子数 = 3,进化世代

数阈值=50, c1 = c2 = 2,惯性系数:weight = 0. 9,bPSO、
tPSO 算法中速度更改的最大值 vmax =0. 3;sPSO、tsPSO
算法中粒子位置更改的最小值 = 0. 001,最大值 =
1郾 999;tPSO、tsPSO 算法中个体极值需要扰动的停滞

步数阈值 To = 3,全局极值需要扰动的停滞步数阈值

Tg =5。 实验中用到的两个形为 Ax = b 的线性方程组

数据[1, 3,16]如下:

A[1] =

5 1 - 1 - 2
2 8 1 3
1 - 2 - 4 - 1

-

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú1 3 2 7

b[1] = [ - 2, - 6,摇 6,12] T

S[1] = [摇 1, - 2, - 1, 3] T

A[2] =

4 - 1 0 - 1 0 0
- 1 4 - 1 0 - 1 0

0 - 1 4 0 0 - 1
- 1 0 0 4 - 1 0

0 - 1 0 - 1 4 - 1
0 0 - 1 0 -

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú1 4

b[2] = [0,5,0,6, - 2,6] T

S[2] = [1,2,1,2,1,2] T

其中, S[ i],i = 1,2 是方程组的精确解。
2. 2摇 算法设计

应用 bPSO、sPSO、tPSO、tsPSO 算法在(0,2)区间

上对上述两个线性方程组分别求最优松弛因子 w ,算
法的程序流程如图 1 ~ 图 4 所示。

w

w SOR

bPSO (4)
(5)

w
SOR

图 1摇 bPSO 算法程序流程

w

w
SOR

sPSO (6) w

SOR

图 2摇 sPSO 算法程序流程
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w

SOR

tPSO
t0

t0=0 tg=0 T0=3
Tg=5

(7)
(8) w

w
SOR

t0 T0

r3=1 r3=random(0,1)

g

tg Tg

r4=1 r4=random(0,1)

图 3摇 tPSO 算法程序流程

w

tsPSO

t0=0 tg=0 T0=3
Tg=5

w
SOR

t0

(9) w

t0 T0

r3=1

tg

tg Tg

r4=random(0,1)r4=1

r3=random(0,1)

图 4摇 tsPSO 算法程序流程

2. 3摇 实验结果及分析

运行以上四个算法,分别对两个线性方程组在

(0,2)区间各执行一次搜索 SOR 迭代法最优松弛因子

w ,程序执行结果见表 1。 由表 1 数据可知:
(1)实验所选 4 个算法,对于两个不同的线性方

程组均能有效地在(0,2)区间找到 SOR 最优松弛因

子,且搜索出的 w 对应的 SOR 迭代次数均较小,近似

解也都满足与精确解之间的精度要求,即 max 驻x i =

max x(k+1)
i - x(k)

i < 10 -6 。
(2)相对于文献[3]中应用二分查找法、黄金分割

法等搜索方程组 1 的 SOR 最优松弛因子 w ,该文应用

bPSO、sPSO、tPSO、tsPSO 算法搜索的 w对应的 SOR 迭

代次数为 8 次,优于文献[3]中的 12 次。

表 1摇 四种算法选取最优 w 的实验结果

方程编号 算法 w SOR 迭代次数 max 驻xi 近似解

1

bPSO 1. 118 8 2. 960伊10-7 (1,-2,-1,3) T

sPSO 1. 140 8 6. 698伊10-7 (1,-2,-1,3) T

tPSO 1. 116 8 5. 030伊10-7 (1,-2,-1,3) T

tsPSO 1. 143 8 9. 495伊10-7 (1,-2,-1,3) T

2

bPSO 1. 122 8 8. 620伊10-7 (1,2,1,2,1,2) T

sPSO 1. 122 8 8. 620伊10-7 (1,2,1,2,1,2) T

tPSO 1郾 119 8 5. 223伊10-7 (1,2,1,2,1,2) T

tsPSO 1. 122 8 8. 620伊10-7 (1,2,1,2,1,2) T

摇 摇 该文在实验编码过程中调用 Python 的 matplotlib
库,对粒子的执行过程进行了可视化展示。 仅列出以

上四个算法在搜索方程组 2 的 SOR 最优松弛因子时

的执行过程,见图 5。
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(a)bPSO 算法

(b)sPSO 算法

(c) tPSO 算法

(d) tsPSO 算法

图 5摇 四个算法对方程组 2 搜索 SOR 最优松弛因子执行过程
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摇 摇 由图 5(a)可以看出,bPSO 算法搜索方程组 2 最

优松弛因子 w 时,主要搜索区间集中在(0. 5,1. 5),在
进化第 8 次时找到最优松弛因子 1. 122,对应的 SOR
迭代次数为 8 次。 图 5(b)反映了 sPSO 算法实际搜索

区间在(0,2),覆盖的解区间的范围更广,粒子在进化

第 4 次时找到最优松弛因子 1. 122,对应的 SOR 迭代

次数为 8 次。 图 5(c)反映了 tPSO 算法主要搜索区间

在(0,1. 5),在进化第 26 次时找到最优松弛因子

1郾 119,对应的 SOR 迭代次数为 8 次。 图 5(d)反映了

tsPSO 算法主要搜索区间在(0,2),几乎覆盖全部解区

间,其结果最具全局最优性,且粒子在进化第 35 次时

找到最优松弛因子 1. 122,对应的 SOR 迭代次数为

8 次。

3摇 结束语
应用 bPSO、sPSO、tPSO、tsPSO 等四个算法分别对

两个不同的线性方程组搜索 SOR 最优松弛因子 w ,获
得以下结论:

(1) bPSO、sPSO、tPSO、tsPSO 算法均成功实现在

(0,2)区间上选取 SOR 全局最优松弛因子 w ,且实验

结果优于文献[3]中的二分比较法等算法。
(2)对于同一个方程组的应用中,bPSO 算法的实

际搜索区间较小,容易陷入局部极值。 sPSO 算法、
tPSO 算法、tsPSO 算法,实际搜索范围相较 bPSO 算法

有所扩大,其中 tsPSO 算法的搜索范围几乎覆盖了全

部解区间,其搜索结果也更具全局最优性。
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