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一种合作 Markov 决策系统
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(贵州大学 计算机科学与技术学院,贵州 贵阳 550025)

摘摇 要:在机器学习中,强化学习是一个重要的研究领域。 Markov 决策过程(MDP)是强化学习的重要基础,在一般的

Markov 决策系统中,只考虑一个智能体的学习演化。 但目前诸多问题中只考虑单个智能体的学习演化有一定的局限性,
越来越多的应用中都涉及到多个智能体。 进而引入一种带有两个智能体的联合 Markov 决策系统(CMDP),该系统适用于

两个智能体之间合作决策的学习演化。 智能体之间存在合作或博弈两种类型,文中重点研究合作类型的 CMDP,在此类学

习模型中,智能体交替执行行为,以社会价值作为求优准则,寻找最优策略对 (仔*
0 ,仔*

1 ) ,共同完成目标任务。 进一步给出

了在联合 Markov 系统中寻找最优策略对的算法,其根本任务是寻找一个最优策略对 (仔*
0 ,仔*

1 ) ,形成一个合作系统

CMDP(仔*
0 ,仔

*
1 ) ,且系统模型可以进一步扩充到多个智能体的联合决策系统。
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A Cooperation Markov Decision Process System

LEI Ying,XU Dao-yun
(School of Computer Science and Technology,Guizhou University,Guiyang 550025,China)

Abstract:Reinforcement learning is an important research area in machine learning. Then Markov decision process (MDP) is the
important basics in reinforcement learning. In the usual Markov decision system,only one agent爷 s learning evolution is considered.
Among many problems,only the learning evolution of a single agent is considered,which has certain limitations,but the actual application
involves multiple agents. For the reason, a cooperation Markov decision process (CMDP) with two agents is introduced,which is
suitable for the learning evolution of cooperation decision between two agents. The focuses of the research is the cooperative CMDP. In
this kind of learning model,the agent alternately performs behaviors,seeks the optimal pair of strategies (仔*

0 ,仔*
1 ) with social value opti鄄

mization criteria and accomplishes the target tasks together. Researching the algorithm for finding the optimal strategy pair (仔*
0 ,仔*

1 ) ,

which is to find an optimal strategy pair and form an evolutionary system CMDP(仔*
0 ,仔*

1 ) . In addition,this system model can also be ex鄄
tended to the joint decision system of multiple agents.
Key words:reinforcement learning;agent;cooperation Markov decision process;optimal pair of strategies;algorithm

1摇 概摇 述
在机器学习中,依据学习方式不同可以分为三大

类[1]:监督学习、无监督学习和强化学习。 其中,强化

学习[2-4](又称为增强学习)是一个重要的研究领域,
其目的是学习环境状态到行动的映射,本质是自主学

习并解决负责的决策问题。 通过强化学习的方式,智
能体[5]能够在探索和开发之间进行折中处理,进而寻

找最优策略[6-7]并获得最大回报。 Asmuth 等人[8]将寻

找最优策略的方法归纳为三类,第一类是基于贝叶斯

的方法,第二类是间接选择的方法,第三类是近似效用

的方法,其中第一类方法的设计理论较为完善,可用来

解决随机决策问题。
在强 化 学 习 中, Markov 决 策 过 程 系 统[9-10]

(Markov decision process system,MDP)极其重要,从
计算 模 型 的 演 变 过 程 看: Markov 过 程 ( Markov
process)(也称为 Markov 系统,Markov process system,
MP)是基础模型,引入奖励函数和执行行为,并以状态

集到行为集的一个映射作为策略[11],求解 Markov 决

策问题。 在给定策略 仔 下,Markov 决策系统退化到带

奖励函数的 Markov 系统 MDP仔 。 一旦策略 仔 给定,带
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奖励函数的 Markov 系统的主要任务是演化生成在每

一个状态下的期望收集到的奖励值。 Markov 决策系

统 MDP仔 的主要目标是求一个最优策略 仔* ,使得在

此策略下,在 Markov 链上收集到的期望奖励值最大。
在通常的 Markov 决策系统中,形式上是一个智

能体在学习演化的过程。 然而,在实际中往往会遇到

这样的两类问题:
第一类是多个智能体在同一个环境中共同完成一

个目标任务。 这类系统称为协同[12] 或合作系统[13]。
在这类系统中,智能个体单独执行策略行为,智能体之

间相互配合、共同完成一个目标任务。 其最优策略组

合表现为智能体策略向量(或组),奖励值体现为组合

执行的社会综合价值。
第二类是多个智能体在同一个环境中相互制约完

成各自的目标任务。 这类系统称为对抗或博弈系

统[14-15]。 在这类系统中,智能个体单独执行策略行

为,智能体之间相互制约或博弈,各自完成自己的目标

任务。 其最优策略表现为智能体策略向量(或组),奖
励值体现为自身执行的奖励价值。 文献[16]提出了

多智能体非零和 MDPs(Markov decision processes)对
策的增强学习模型和算法,并通过预测对手的策略模

型来修正自己的策略。
为方便起见,文中仅考虑两个智能体的联合

Markov 决策系统(CMDP),这样的系统适用于两个智

能体之间合作(或对抗)决策的演化学习系统。 文中

引入了联合 Markov 决策系统的形式定义,在此形式

系统中,两个智能体(Alice 和 Bob)交替依据自己的策

略执行行为动作,在给定策略对的 Markov 系统(带奖

励函数)中演化学习,系统求优是针对策略求优。
文中重点研究合作类型的 CMDP,在此类学习模

型中,智能体交替执行行为,以社会价值求优准则,寻
找最优策略 (仔*

0 ,仔*
1 ) ,共同完成目标任务。 文中给

出了寻找最优策略对的算法,其根本任务是寻找一对

最 优 策 略 (仔*
0 ,仔*

1 ) , 形 成 一 个 演 化 系 统

CMDP(仔*
0 ,仔*

1 ) 。 文章引入的联合 Markov 决策模型适用

于两个智能体之间合作执行,系统模型也可以扩充到

多个智能体的联合决策系统。

2摇 Markov 决策系统的进化过程
设 S = { s1,s2,…,sn} 为一个有穷状态集(含有 n

个状态), S 上的一个分布用一个函数 滋:S寅[0,1] 表

示,对应一个随机变量 X ,其中 滋[ s] = Pr滋[X = s] 。 一

个非负矩阵 P = (p i,j) n伊n 称为一个概率矩阵,如果对每

个 i = 1,2,…,n,移
n

j = 1
p i,j = 1。 视矩阵 P 中第 i 行 p i =

(p i,1,p i,2,…,p i,n) 为 S 的一个分布,则 p i,j 被认为是从

状态 s i 转移到状态 s j 的概率。
本节介绍从 Markov 系统模型到 Markov 决策系

统的演化过程。
2. 1摇 Markov 系统

设 S 为一个有穷状态集(含有 n 个状态),一个序

对< S,T >构成一个有限 Markov 系统,其中对每一个

s 沂S ,定义一个概率分布 Ts:S 寅 [0,1] , Ts( s
') 表示

由状态 s 转移到状态 s ' 的概率。
通常,将概率转移函数 T 写成如下形式:

T:S 伊 S 寅 [0,1],坌s 沂 S:移
s '沂S

T( s,s ') = 1 (1)

由一 个 Markov 系 统 < S,T >, 可 以 规 定 一 个

Markov 链: X0,X1,…,X t,X t +1,… ,它是状态集 S 上的

一个随机变量序列,满足如下条件:
Pr[X t +1 = s t +1 | X0 = s0,X1 = s1,…,X t = s t] =
Pr[X t +1 = s t +1 | X t = s t] = T( s t,s t +1) (2)
可遍历性[17](ergodicity)是指:如果存在一个稳定

分布 仔,使得对于坌(x,y) 沂 S 伊 S,lim
t寅肄

Pr[X t = y | X0 =

x] = 仔(y)。 即从任意的状态 x 出发,最终稳定在任一

状态 y上的概率由概率分布 仔 决定。 稳定分布 仔 有如

下的一个基本性质:
仔P = 仔

其中:
仔 = (仔( s1),仔( s2),…,仔( sn))
P = (p i,j),p i,j = T( s i,s j)

2. 2摇 带状态转移奖励的 Markov 系统

设 S = { s1,s2,…,sn} ,函数 T 可由概率转移矩阵

P = (p i,j) n伊n 决定。 进一步,引入一个奖励函数 R:S 伊 S
寅 迬 (实数集), R( s,s ') 表示由状态 s 转移到状态 s '

所获得的奖励值。 类似地,函数 R 写成一个 n 阶方阵

R = ( r i,j) n伊n ,并将最大值记为 Rmax 。
递归定义一个(向后)期望收集到的奖励值:

V( s) = 移
s '沂S

T( s,s ')[R( s,s ') + 酌·V( s ')] (3)

其中, 0 < 酌 < 1 称为折扣因子,以保证一个无穷级数

收敛。 式(3)表明,状态 s 为初始状态,在 Markov 链

X0,X1,…,X t,X t +1,… 上得到的奖励值。 在式(3)中,
项 R( s,s ') + 酌·V( s ') 表明:从 s开始,一步转移到 s ' 获
得的奖励值加上从 s ' 开始收集的期望值打折。

为便于计算,可以将式(3)改写成如下方程:

V( s i) = 移
n

j = 1
T( s i,s j)[R( s i,s j) + 酌·V( s j)]

i = 1,2,…,n (4)
其向量形式写成:
V( s1)

V( s2)

M
V( sn
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其中, E[R( s i)] = 移
n

j = 1
T( s i,s j)R( s i,s j),i = 1,2,…,n

表示在状态 s i 下,一步转移所获得的期望奖励值。
在迭代计算过程中,式 (4) 可以写成如下迭代

公式:

Vk+1( s
圻
) = diag(PRT) + 酌·PVk( s

圻
) (6)

其中, RT 表示矩阵 R 的转置,diag( A )表示矩阵 A 对

角线上元素构成的向量。

在收敛性条件下, V( s
圻
) = lim

t寅¥
Vt( s

圻
) 。 收敛性保

证:在实际计算中,给定一个误差 着 > 0,当演化到 t +1

步时,如果 椰Vt +1( s
圻
) - Vt( s

圻
)椰 臆 着 ,退出计算,以

Vt +1( s
圻
) 近似 V( s

圻
) 。

例 1:概率矩阵 P 、奖励函数 R 、折扣因子取值如

下。 通过算例观察函数 V 的迭代计算收敛性。

P =

0 1 0 0 0
2 / 3 0 1 / 3 0 0
0 1 / 3 0 2 / 3 0
0 0 2 / 3 0 1 / 3
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摇

R =

2 0 0 0 0
2 0 3 0 0
0 3 0 2 0
0 0 2 0 2
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ç
ç
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ç
ç
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÷
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÷
÷
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0 0 0 0 1
酌 = 0. 9
初始 V0 取为零向量(全取 0),则收敛状况如图 1

所示,其中横坐标表示迭代步数,纵坐标表示 V( s) 收

敛值。

图 1摇 V -函数收敛示意图

2. 3摇 Markov 决策系统

Markov 决策系统是在带奖励函数的 Markov 系统

中引入行为,并将奖励函数修改到行为执行步上。
引入一个有限集 A = {a1,a2,…,am} 作为行为集,

对于每一“状态-行为冶 ( s,a) 对,引入 S 上的一个概

率分布 T( s,a):S寅[0,1] 。 同样,将所有分布集中于一

个函数 T中,表示为: T:S 伊 A 伊 S寅[0,1] ,其中,对每

一对 ( s,a) ,移
s '沂S

T( s,a,s ') = 1。

奖励函数修改为: R:S 伊 A 伊 S 寅 迬 (实数集)。
引入策略概念,形如 仔:S 寅 A 的函数称为一个策

略。 仔( s) = a 代表在状态 s 下执行行为 a 。 对于一个

给定的策略 仔 ,可以将式(4)改写为:

V仔( s i) = 移
n

j = 1
T( s i,仔( s i),s j)[R( s i,仔( s i),s j) +

酌·V仔( s j)],i = 1,2,…,n
或

V仔( s) = 移
s '沂S

T( s,仔( s),s ')[R( s,仔( s),s ') +

酌·V仔( s ')] (7)
式(7)称为 Bellman 递归方程。 它是一个不动点

方程,V-函数作为一个不动点。 可以看出:对于给定

的策 略, Markov 决 策 系 统 是 一 个 带 奖 励 函 数 的

Markov 系统。
根据函数 V仔 ,将行为作为一个变量,可以诱导出

另一种类型的奖励函数:Q-函数,如式(8)所示:

Q仔( s,a) = 移
s '沂S

T( s,a,s ')[R( s,a,s ') + 酌·V仔( s ')]

(8)
其中, Q仔( s,a) 理解为:在指定策略 仔 下,在 s 状态下

执行行为 a 后期望收集到的奖励值。
Markov 决策系统的主要目标是寻找一个最优策

略 仔 ,使函数 V仔 最大化。

3摇 Markov 决策系统中求解最优策略方法
由上一节介绍,一个有限 Markov 决策系统是一

个四元组< S,A,T,R >,其中 S是一个有穷的状态集, A
是一个有穷的行为集, T:S 伊 A 伊 S 寅 [0,1] 是概率转

移函数, R:S 伊 A 伊 S 寅 R + 是奖励函数。
对于策略 仔:S 寅 A ,由于表示期望收集奖励值的

V -函数和 Q -函数依赖 仔 ,并且由 V仔 函数可以决定

Q仔 。 因此,目标是寻找一个策略 仔 ,使函数 V仔 最

大化。
一个 V -函数 V* 是最优的,如果对于任意策略

仔 ,对于任意状态 s 沂 S ,有 V*( s) 逸 V仔( s) 。
一个策略 仔* 是最优的,如果对于任意策略 仔 ,对

于任意状态 s 沂 S ,有 V仔*( s) 逸 V仔( s) 。
显然,函数 V仔* 是一个最优 V -函数,其中,对于任

意的状态 s 沂 S ,取 V*( s) = V仔*( s) 。
一个自然的问题是:最优策略 仔* 的存在性。 其

次,如果存在,如何计算得到 仔* 。 理论结果表明[18]:
一个有限 Markov 决策系统< S,A,T,R >的最优策略

存在。
最优 V -函数 V* 与最优策略 仔* 有如下关系:
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(1)如果已经得到最优函数 V* ,利用如下方法可

得到最优策略 仔* :

仔*( s) = arg maxa移
s '沂S

T( s,a,s ')[R( s,a,s ') +

酌·V*( s ')] (9)
(2)如果已经得到最优策略 仔* ,利用如下方法可

得到最优函数 V* :

V*( s) = V仔*( s) = 移
s '沂S

T( s,仔*( s),s ')[R( s,

仔*( s),s ') + 酌·V仔*( s ')] (10)
式(9)和式(10)提供了一个交叉迭代,并求解得

到最优策略 仔* 和最优函数 V* 。
在具体计算过程中,用一个给定误差 (着 > 0) 控

制给定策略下 Markov 系统演化计算的停机条件,其
计算方法及步骤如下:

第 0 步:初始化 V -函数 V0 (可以随机取值,如取

V0( s) = 0( s 沂 S))
贪心计算一个策略 仔0:

仔0( s) = arg maxa移
s '沂S

T( s,a,s ')[R( s,a,s ') +

酌·V0( s
')]

记 V仔 0

0 = V0;

第 k +1 步:假定已经得到 仔 k,V
仔 k

k ,在此步上,做两

段计算:
(1)Markov 系统演化计算。
令 V0 = V仔 k

k 作为初始 V -函数,在给定误差 着 > 0
下,作如下迭代计算:

Vm+1( s): = 移
s '沂S

T( s,仔 k( s),s
')[R( s,仔 k( s),s

') +

酌·Vm( s
')]

即当 仔 k 给定后,用式(7)迭代计算,当 椰Vm+1 -
Vm椰 < 着 时,定义 ( s) = Vm+1( s)( s 沂 S) 。

(2)贪心计算。

仔 k+1( s) = arg maxa移
s '沂S

T( s,a,s ')[R( s,a,s ') +

酌·V仔 k

k+1( s
')]

算法终止条件:当 仔 k+1 = 仔 k ,终止计算,并定义最

优策略 仔* = 仔 k 。
最终, V仔 k

k+1 为最优 V -函数, 仔 k+1 为最优策略。
注:算法终止条件 椰Vm+1 - Vm椰 < 着 也可以用单

点比较达到误差条件: | Vm+1( s) - Vm( s) | < 着 。 上述

计算过程可以用图 2 表示。

图 2摇 最优策略求解算法框架

摇 摇 例 2:考虑一个 Markov 决策系统< S,A,T,R >,其
中 S = { s0,s1,s2},A = {a0,a1} ,概率转移函数 T 和奖

励函数 R 分别如下:

T(S,a0,S):

s0 s1 s2
s0 0. 5 0 0. 5

s1 0. 7 0. 1 0. 2

s2 0. 4 0 0. 6

,

R(S,a0,S):

s0 s1 s2
s0 1 0 1

s1 5 1 1

s2 1 1 1

T(S,a1,S):

s0 s1 s2
s0 0 0 1

s1 0 0. 95 0. 05

s2 0. 3 0. 3 0. 4

,

R(S,a1,S):

s0 s1 s2
s0 0 0 1

s1 0 1 1

s2 - 1 1 1

折扣因子 酌 = 0. 95,误差控制取 着 = 0. 000 1。

求得最优策略为: 仔* =
s0 s1 s2
a1 a0 a

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

。
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如图 3 所示,描述了所有策略下状态 s i 对应的

V( s i) 的收敛值。 其中纵坐标表示 V( s) 收敛值。 横坐

标表示 8( 8 = 2 伊 2 伊 2)种策略,考虑有 s0、 s1、 s2 三个

状态,且每个状态有 a0、 a1 两种行为,因此横坐标上的

每个数值对应一定的二进制码,进而表示相应的策略。
表 1 为不同策略不同状态下的具体值。

图 3摇 不同策略下的 V -函数比较

表 1摇 不同策略的具体值

策略 s0 s1 s2

0 19. 998 620 83 23. 092 599 44 19. 998 660 48

1 22. 258 183 99 25. 277 260 27 22. 496 075 58

2 20. 001 056 49 20. 001 450 71 20. 001 026 11

3 17. 570 476 87 18. 692 653 42 17. 314 558 19

4 19. 998 695 62 23. 092 666 14 19. 998 721 7

5 22. 957 876 41 25. 921 054 51 23. 113 645 88

6 20. 000 794 71 20. 001 302 99 20. 000 778 81

7 17. 292 511 69 18. 612 460 93 17. 149 921 87

摇 摇 例如,图中标注出的 5 的二进制码(101)对应策

略
s0 s1 s2
a1 a0 a

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

。

实际计算中,最优策略可以由“迭代+演化冶过程

得到。 此例中得到的最优策略下的概率转移矩阵 P和

奖励函数 R 分别为:

P:

s0 s1 s2
s0 0 0 1

s1 0. 7 0. 1 0. 2

s2 0. 3 0. 3 0. 4

R:

s0 s1 s2
s0 0 0 1

s1 5 1 1

s2 - 1 1 1

4摇 联合 Markov 决策过程系统(CMDPs)
本节引入两个智能体在同一个 Markov 决策过程

中运行的联合形式系统。
4. 1摇 两个 Markov 系统的乘积系统

设 A = (a i,j) n伊n,B = (b i,j) m伊m 为两个矩阵,矩阵 A

与 B 的张积定义为: A 茚 B = (a i,jB) 。

例如:设 A = 1 - 1æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
,B = 1 - 1æ

è
ç

ö

ø
÷

- 1 1
,则

A 茚 B = B - B
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

B
=

1 - 1 - 1 1
- 1 1 1 - 1

0 0 1 - 1
0 0 -

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1 1
容易验证:如果 P1,P2 均为概率矩阵(不一定同

阶),则 P1 茚 P2 也为概率矩阵。
设 S1 = { s11,s

1
2,…,s1n} , S2 = { s21,s

2
2,…,s2m} 为两个

状态集, (S1,P1) , (S2,P2) 为两个 Markov 系统,取状

态集 S = S1 伊 S2,S 的状态概率转移矩阵为 P = P1 茚
P2,则称 Markov 系统 (S,P) 为 Markov (S1,P1) 系统

和的 Markov (S2,P2) 积系统。
可分离的 Markov 系统:设 (S,P) 为一个 Markov

系统,如果它可以表示成两个 Markov 系统的积系统,
则称 (S,P) 是可分离的。
4. 2摇 两个智能体参与的联合 Markov 决策系统

现在考虑:在同一个系统中,具有两个智能体

Agent0 ,Agent1(Alice 和 Bob)分别执行各自的行为动

作,以合作方式完成目标任务。 对于“合作冶类型:两
者协同完成同一个目标;对于“对抗冶类型:两者之间

相互制约(如:博弈)各自完成自己的目标任务。
形式上,这样的系统为如下元组:
< S,A, {Agent0 ,Agent1}, {T0,T1}, {R0,R1} >

其中,
S 为一个有穷状态集;
A 为一个行为动作集;
Ti 为 Agent i 的概率转移函数( i =0,1),定义为:
Ti:S 伊 S 伊 A 伊 S 伊 A 寅 [0,1] 。
其满 足 条 件: 对 坌( s1,s2,a) 沂 S 伊 S 伊 A ,

移
( s ',a ')沂S伊A

Ti( s1,s2,a,s
',a ') = 1。 换言之,对任意固定的

( s1,s2,a) , Ti( s1,s2,a,·,·) 规定了 S 伊 A上的一个概

率分布。
直观 上, T0( s1,s2,a,s

',a ') 表 示: “ 当 Agent0,
Agent1 处于状态对 ( s1,s2) 时,执行行为动作 a 后,
Agent0 转移到状态 s ' ,合作者(或对抗方) Agent1 响应

执行行为 a ' 冶的概率。
R i 为 Agent i 的奖励函数( i =0,1),定义为:
R i:S 伊 S 伊 A 伊 S 伊 A 寅 迬 (实数集)
直观 上, R0( s1,s2,a,s

',a ') 表 示: “ 当 Agent0,
Agent1 处于状态对 ( s1,s2) 时, Agent0 执行行为动作 a

·21·摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 计算机技术与发展摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 第 30 卷



后, Agent0 转移到状态 s ' ,合作者(或对抗方) Agent1
响应执行行为 a ' 冶时, Agent0 获取的奖励值。

5摇 联合 Markov 决策系统策略迭代方法
文中仅考虑两个智能体合作执行的联合 Markov

决策系统。
形式上,两个智能体 Agent0 ,Agent1 对应两个 V -

函数: Vi:S 伊 S寅迬 ( i = 0,1) 。 在联合形式下,用社会

价值描述联合 V -函数 V:S 伊 S寅迬 。 形式上定义为:

V( s,s ') = 琢V0( s,s
') + (1 - 琢)V1( s,s

'),0 < 琢 < 1
其中,参数 琢 称为平衡参数。

策略函数定义为: 仔i:S 伊 S 寅 A( i = 0,1) 。 将

仔i( s,s
') = a 理解为:当 Agent i 处于 s 状态,并观察到

Agent1 -i 处于状态 s ' 时,执行动作 a 。
对于给定的策略对 (仔0,仔1) ,演化联合 Markov 系

统 CMDP(仔0,仔1) 得到一个稳定的 V -函数,其迭代方

程为:

摇 摇 摇 摇

Vk+1
0 ( s,t) = 移

s '沂S
移
a沂A

T0( s,t,仔0( s,t),s
',a)[R0( s,t,仔0( s,t),s

',a) + 酌·Vk( s ',t)]

Vk+1
1 ( s,t) = 移

t '沂S
移
a沂A

T1( s,t,仔1( s,t),t
',a)[R1( s,t,仔1( s,t),t

',a) + 酌·Vk( s,t ')]

Vk+1( s,t) = 琢Vk+1
0 ( s,t) + (1 - 琢)Vk+1

1 ( s,t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )

(11)

摇 摇 请注意:在式(11)中,带打折因子的倍乘项是基

于 S 上的边缘分布求期望值:

移
s '沂S

[移
a沂A

T0( s,t,仔0( s,t),s
',a)]Vk( s ',t)

移
t '沂S

[移
a沂A

T1( s,t,仔1( s,t),t
',a)]Vk( s,t ')

其中,视 s,t 固定。
类似地,对于策略对( 仔0,仔1),由式(11)迭代生

成的稳定 V -函数记为 V(仔0,仔1) 。 同样,由函数 V(仔0,仔1) ,
用如下贪心方法改进( 仔0,仔1)得到 (仔'

0,仔
'
1):

摇 摇 摇 摇
仔'

0( s,t) = arg maxa 移
( s ',a ')沂S伊A

T0( s,t,a,s
',a ')[R0( s,t,a,s

',a ') + 酌·V(仔0,仔1)( s ',t)]

仔'
1( s,t) = arg maxa 移

( t ',a ')沂S伊A
T1( s,t,a,t

',a ')[R1( s,t,a,t
',a ') + 酌·V(仔0,仔1)( s,t '

{
)]

(12)

摇 摇 为得到合作类型联合 Markov 决策系统中求解最

优策略对 (仔*
0 ,仔*

1 ) 算法,仿照单个智能体的最优策

略求解方法。 将式(11)作为算法中“演化模块冶部分

的迭代计算公式,式(12)作为算法中“策略改进模块冶
的策略改进方式。

6摇 合作类型最优策略对的求解算法
仿照单智能体求解 Markov 决策系统最优策略 仔*

的求解方法,本节给出合作类型联合 Markov 决策系统

最优策略对( 仔*
0 ,仔*

1 )的求解算法。
第 0 步:给定误差参数 着 以及平衡参数 琢 ;
初始化函数 V00,V10 ;令 V0 = 琢V00 + (1 - 琢)V10 ;贪

心计算策略对 (仔00,仔10) ,记 V0 = V(仔00,仔10)
0 。

仔01( s,t) = argmaxa 移
( s ',a ')沂S伊A

T0( s,t,a,s
',a ')

[R0( s,t,a,s
',a ') + 酌·V(仔00,仔10)

0 ( s ',t)]

仔11( s,t) = argmaxa 移
( t ',a ')沂S伊A

T1( s,t,a,t
',a ')

[R1( s,t,a,t
',a ') + 酌·V(仔00,仔10)

0 ( s,t ')]
第 k +1 步:假定已经得到 (仔0k,仔1k),V

(仔0k,仔1k)
k 。 在

此步上,做两段计算:
(1)Markov 系统演化计算。
令 V0 = V(仔0k,仔1k)

k 作为初始 V -函数,在给定误差 着
下,作如下迭代计算:

Vm+1
0 ( s,t) = 移

s '沂S
移
a沂A

T0( s,t,仔0( s,t),s
',a)

摇 摇 摇 摇 [R0( s,t,仔0( s,t),s
',a) + 酌·Vm( s ',t)]

Vm+1
1 ( s,t) = 移

t '沂S
移
a沂A

T1( s,t,仔1( s,t),t
',a)

摇 摇 摇 摇 [R1( s,t,仔1( s,t),t
',a) + 酌·Vm( s,t ')]

Vm+1( s,t) = 琢Vm+1
0 ( s,t) + (1 - 琢)Vm+1

1 ( s,t)
当 椰Vm+1 - Vm椰 < 着 时,做如下定义:
V(仔0k,仔1k)

k+1 ( s,t) = Vm+1( s,t)(( s,t) 沂 S 伊 S)
(2)贪心计算 (仔0,k+1,仔1,k+1) 。

仔0,k+1( s,t) = argmaxa 移
( s ',a ')沂S伊A

T0( s,t,a,s
',a ')

[R0( s,t,a,s
',a ') + 酌·V(仔0k,仔1k)

0 ( s ',t)]

仔1,k+1( s,t) = argmaxa 移
( t ',a ')沂S伊A

T1( s,t,a,t
',a ')

[R1( s,t,a,t
',a ') + 酌·V(仔0k,仔1k)

0 ( s,
t ')]

算法终止条件:当 仔0,k+1 = 仔0,k , 仔1,k+1 = 仔1,k 时,终
止计算,同时,定义最优策略对 仔*

0 = 仔k
0,仔

*
1 = 仔k

1。
最终, Vm+1 为最优 V -函数, (仔0,k+1,仔1,k+1) 为最

优策略对。

7摇 结束语
引入一种两个智能体联合 Markov 决策系统

(CMDP),系统适用于两个智能体之间合作(或对抗)
决策的演化学习系统。 对于合作还是对抗,主要区别

在于价值函数的定义方式与组合(或制约)方式。 文
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中仅考虑合作类型的 CMDP,在此类学习模型中,智能

体交替执行行为,以社会价值作为求优准则,寻找最优

策略 (仔*
0 ,仔*

1 ) ,共同完成目标任务。 文中给出了寻

找最优策略对的算法,其根本任务是寻找一对最优策

略 (仔*
0 ,仔*

1 ) ,形成一个演化系统 CMDP(仔*
0 ,仔*

1 ) 。 下一

步工作,将通过理论分析两个智能体联合 Markov 决策

系统(CMDP)中价值函数的变化情况,从而寻找最优

策略。 文中引入的联合 Markov 决策模型适用于两个

智能体之间对抗(博弈)执行,仅修改价值函数定义方

式和求优过程,进一步工作也可以将该系统模型扩充

到多个智能体的对抗决策系统。
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