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基于张量偏最小二乘法的高维输出预测模型

冯摇 宇
(长安大学 电子与控制工程学院,陕西 西安 710064)

摘摇 要:针对输出为高维数据的预测问题,构建了一种基于张量偏最小二乘法的预测模型。 该模型的输入和输出均为张

量,可在不进行数据降维操作的前提下对多个输出同时预测。 该方法以偏最小二乘法为基础,引入逐块 Tucker 分解和高

阶奇异值分解,通过对输入和输出变量的分析,提取同时包含二者最大信息的潜在变量并计算残差,再通过残差计算新的

潜在变量,循环直到残差小于给定范围为止。 实验数据来源于心脏传导系统在正常和急性高糖环境下采集的电生理信

息,通过最大正振幅、最大负振幅、频率、单次信号持续时间四个维度的输入同时预测急性高糖的浓度和作用时间,并将预

测结果与传统的多向偏最小二乘法和多维偏最小二乘法相比较。 实验结果表明,基于张量偏最小二乘法的预测模型预测

精度最高。
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A Multi-dimensional Output Prediction Model Based on
Tensor Partial Least Squares

FENG Yu
(School of Electronic and Control Engineering,Chang爷an University,Xi爷an 710064,China)

Abstract:A prediction model based on tensor partial least squares (TPLS) is built to solve the problem of high dimensional data. The
input and output of the model are tensors,and multi-dimensional output can be predicted without dimensional reduction. Based on partial
least squares, this method introduces block by block Tucker decomposition and high order singular value decomposition. Through the
analysis of input and output variables,the potential variables containing the maximum information of both are extracted and the residual
error is calculated. Then,the new potential variable is calculated through the residual error,and the loop runs until the residual error is less
than the given range. The experimental data are derived from electrophysiological information of cardiac conduction systems in normal
and acute hyperglycemic environments. The input is a four-dimensional tensor which contains maximum positive amplitude,maximum
negative amplitude,frequency and single signal duration. The predictive output contains the concentrations and durations of acute hyper鄄
glycemia. The prediction results are compared with multi-way PLS and N-way PLS,which shows that the tensor PLS has the highest
prediction accuracy.
Key words:prediction model;multi-dimensional output;tensor;PLS;cardiac electrophysiological information

0摇 引摇 言
预测模型广泛应用于科学研究和工业生产的各个

领域,系统的预测模型是指用数学语言或公式来描述

系统的输入与输出间的关系,其主要功能是建立连续

或离散的函数模型,预测给定自变量对应的因变量的

值[1],其数学本质是建立一个预测函数,使得对于每一

个提前期,实际值与预测值之间的偏差的均方尽可能

小[2]。 建立预测模型有多种思路,例如趋势外推预测、

回归预测、卡尔曼滤波预测、组合预测等[3-6],在这些

思路的基础上已有多种预测模型被建立并广泛使用,
但多数预测模型针对的是一维输出系统,即需要预测

的参数是一维的。 随着数据量和系统复杂程度的增

加,需要寻求建立同时预测多维输出的预测模型。 文

中研究基于张量偏最小二乘法 ( tensor partial least
squares,TPLS)的高维输入输出预测模型的建模方法,
该方法可在不进行降维操作的情况下直接处理输入输
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出均为张量的高维数据,从而降低了因数据结构遭到

破坏而导致信息丢失的风险。 建模实验数据来源于心

脏传导系统的电生理信息,通过正常和急性高血糖环

境下电生理信息数据的特征,同时预测急性高血糖的

浓度和作用时间。

1摇 关键技术
1. 1摇 相关定义与符号

文中使用下划线黑体大写字母表示 N 维张量

(n 逸3) ,例如 X
-
;用黑体大写字母表示矩阵,例如

Y ;用黑体小写字母表示向量,例如 v ;用斜体小写字

母表示标量,例如 a ;用 vi 表示向量 v的第 i个分量;用
y ij 表 示 矩 阵 Y 的 第 ( i,j) 个 元 素; 用 x i1,i2,…,iN 或

(X
-
) i1,i2,…,iN 表示 N 维张量的第 ( i1,i2,…,iN) 个元素

( X
-
沂IRI1伊I2伊…伊IN,iN = 1,2,…,IN )。 用 A(n) 表示第 n个

系数 矩 阵。 用 符 号 “ 伊 冶 表 示 n 模 乘 ( n - mode
product) [7-8],张量 X

-
沂 IRI1伊I2伊…伊IN 和矩阵 A沂 IRJn伊In 的

n 模乘可以写为:
Y
-
= X

-
伊 nA 沂 IRI1伊…伊In-1伊Jn伊In+1伊…伊IN (1)

按照元素可以表示为:

y i1i2…in-1jnin+1…iN = 移
in

x i1i2…in…iNa j ni n
(2)

1. 2摇 张量偏最小二乘法的分解与优化

可以认为张量偏最小二乘法是经典最小二乘法在

高维上的拓展,其思路是在高阶偏最小二乘法( high
order partial least squares,HOPLS)的基础上考虑了高

维数据间的相关程度问题。 图 1 为张量偏最小二乘法

的分解示意图[8]。 将张量 X
-
分解为一组秩- (1,L1,

L2,…,LN) 之和,张量 Y
-
以满足与 X

-
存在共同的潜在

元素 T 为条件进行分解。
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图 1摇 张量偏最小二乘法分解示意

摇 摇 在分解过程中引入逐块 Tucker 分解方法[9-10],即
将张量 X

-
和张量 Y

-
均分解为一组秩- (1,L2,…,LN) 的

Tucker 块,两组分解包含相同的潜在元素。 图 1 中的

分解可以表示为:

X
-
= 移

R

r = 1
G
- r 伊 1 tr 伊 2P

(1)
r 伊 3… 伊 NP

(N-1)
r + E

- R

Y
-
= 移

R

r = 1
D
- r 伊 1 tr 伊 2Q

(1)
r 伊 3… 伊MQ

(N-1)
r + F

-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï R

(3)

其中, R为隐向量个数; tr 沂IRI1 为第 r个隐向量;

P(n){ }
r

N-1
n = 1 沂 IRIn+1伊Ln+1 为 mode - n 的 负 载 矩 阵;

Q(m){ }
r

M-1
m = 1 沂 IRJm+1伊Km+1 为 mode-m 的负载矩阵; G

- r 沂

IR1 伊L2伊…伊LN 和 D
- r 沂 IR1 伊K2伊…伊KN 为核张量。

若考虑模型输入参数之间的相关性,还应引入相

关性张量,可将该张量与式 3 中的 E
- R 相加得到 E

-

'
R ,用

E
-

'
R 代替式中的 E

- R 。

为了解决唯一性问题和潜变量的维数问题,可以

增加约束条件:
P(n)T

r P(n)
r = I,摇 Q(m)T

r Q(m)
r = I (4)

椰tr椰F = 1 (5)
式 4 表示负载矩阵序列是列正交的;
式 5 表示潜变量的维数为 1。
定义隐向量 T = [ t1,t2,…,tR] ,mode-n 对应的负

载矩阵 P
-

(n) = [P(n)
1 ,P(n)

2 ,…,P(n)
R ] ,mode-m 对应的负

载矩阵 Q
-

(m) = [Q(m)
1 ,Q(m)

2 ,…,Q(m)
R ] ;

定义核张量:

G
-
= blockdiag(G

- 1,G- 2,…,G
- R) 沂 IRR伊RL2伊…伊RLN

D
-
= blockdiag(D

- 1,D- 2,…,D
- R) 沂 IRR伊RK2伊…伊RK{

N

(6)
则式 3 可以写成:
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X
-
= G

-
伊 1T 伊 2 P

-
(1) 伊 3… 伊 N P

-
(N-1) + E

- R

Y
-
= D

-
伊 1T 伊 2 Q

-
(1) 伊 3… 伊M Q

-
(M-1) + F

-

ì

î

í

ïï

ïï
R

(7)

其中, E
- R 和 F

- R 为残差。

从图 1 可以看出,核张量 G
-
和 D

-
具有特殊的对角

块结构。
通常情况下,可以使用顺序法来提取潜在元素,即

先提取一个元素,通过该元素的收缩张量计算出残差,
再通过该残差计算另一个元素。 式 3 的分解过程可以

看作一个优化问题:将 X
-
和 Y

-
近似成正交 Tucker 模

型,该模型对给定的 mode 有相同的潜在元素。 若分

别对 X
-
和 Y

-
进行高阶奇异值分解(high order singular

value decomposition,HOSVD) [11],可以得到 X
-
的最佳

近似秩- (1,L2,…,LN) 和 Y
-
的最佳近似秩- (1,K2,

…,KM) ,但却不一定能得到共同隐向量 tr 。 另一种方

法是先计算出 X
-
的最佳近似,然后通过已知的 tr 来近

似得到 Y
-
,这种方法的缺点是共同潜变量不一定可以

很好地预测 Y
-
。

根据式 3,子空间变换的优化问题可以转换成另

一个问题:确定正交负载矩阵 P(n)
r 、Q(m)

r ,( r = 1,2,…,
R) 和对应的 tr ,以满足一定的准则。 因为每一项都可

以按照相同准则逐个优化,之后的工作就是找到第一

个隐向量 tr 和负载矩阵 P(n) 和 Q(m) 。
为了在保证共同隐向量 t 的前提下使残差 E 和 F

最小,需要引入三个定理:
定理 1:对于给定的张量 X

-
沂 IRI1伊…伊IN 和列正交矩

阵 P(n) 沂 IRIn+1伊Ln+1 (n = 1,2,…,N - 1) 以及向量 t 沂
IRI1(椰t椰F = 1) ,有:

min
G

椰X
-
- G

-
伊 1 t 伊 2P

(1) 伊 3… 伊 NP
(N-1)椰2

F (8)

式 8 的最小二乘解可以写为:
G
-
= X 伊 1 t

T 伊 2P
(1) T 伊 3… 伊 NP

(N-1) T (9)

定理 2:对于给定张量 X
-
沂 IRI1伊…伊IN ,以下的两个

约束优化问题等价:
min

{P(n),t,G
-
}
椰X

-
- G

-
伊 1 t 伊 2P

(1) 伊 3… 伊 NP
(N-1)椰2

F

摇 摇 摇 s. t. 矩阵 P(n) 列正交,且 椰t椰F = 1
(10)

max
{P(n),t}

椰X
-
伊 1 t

T 伊 2P
(1) T 伊 3… 伊 NP

(N-1) T椰2
F (11)

摇 摇 摇 s. t. 矩阵 P(n) 列正交,且 椰t椰F = 1
定理 3:若 G

-
沂 IR1 伊L2伊…伊LN 且 K

-
沂 IR1 伊K2伊…伊KM ,则

椰 < G
-
,D

-
> {1;1}椰

2
F = 椰G

-
椰2

F·椰D
-
椰2

F (12)

三个定理的证明可参考文献[8-9,12]。
假设已知正交矩阵 P(n) 和 Q(m) 以及向量 t ,根据

定理 1,式 3 的核张量可以写成如下形式:
G
-
= X 伊 1 t

T 伊 2P
(1) T 伊 3… 伊 NP

(N-1) T

D
-
= Y 伊 1 t

T 伊 2Q
(1) T 伊 3… 伊MQ

(M-1){ T
(13)

根据定理 2,最小化椰E
-
椰F 和椰F

-
椰F 等价于最大

化 椰G
-
椰F 和 椰D

-
椰F 。 但是目前没有一种张量分解

方法可以根据 P(n{ }) N-1
n = 1 和 Q(m{ }) M-1

m = 1 以及 t同时最大

化 椰G
-
椰F 和 椰D

-
椰F ,因此,需要引入核张量积的范

数,并进行最大化,即 max{椰G
-
椰2

F·椰D
-
椰2

F} 。 由于

隐向量 t 是由 P(n) 和 Q(m) 确定的,所以首先应优化正

交负载,然后通过正交负载计算隐向量。
根据定理 3,最大化 椰G

-
椰2

F·椰D
-
椰2

F 等价于最大

化 椰 < G
-
,D

-
> {1;1}椰

2
F , 又 根 据 式 13 和 tT t = 1,

椰 < G
-
,D

-
> {1;1}椰

2
F 可以表示为:

椰 < X
-
,Y

-
> {1;1};P

(1) T…P(N-1) TQ(1) T…Q(M-1) T椰2
F

(14)
式 14 的形式与二维偏最小二乘法的优化问题很

相似,式中的交叉协方差矩阵 XTY 被 < X
-
,Y

-
> {1;1} 所

替换。 若定义 < X
-
,Y

-
> {1;1} 为一个 mode-1 的交叉协

方差张量 C
-
:

C
-
= COV{1;1}(X- ,Y- ) 沂 IRI2伊…伊IN伊J2伊…伊JM (15)

则优化问题可以表示为:
max

{P(n),Q(m)}
椰C

-
伊 1P

(1)T 伊 2… 伊 N-1P
(N-1)T 伊

摇 摇 摇 NQ
(1)T 伊 N+1… 伊 N+M-2Q

(M-1)T椰2
F

摇 摇 摇 s. t. P(n)T P(n) = ILn+1
,Q(m)TQ(m) = IKm+1

(16)

其中, P(n)(n = 1,2,…,N - 1),Q(m)(m = 1,2,…,
M - 1) 为待优化的参数。

根据定理 2 和 P(n)、Q(m) 的正交性,式 16 的优化

问题等价于找到张量 C
-
的最佳子空间近似值:

C
-
抑 G

-

(C) 伊 1P
(1) 伊 2… 伊 N-1P

(N-1) 伊 NQ
(1) 伊 N+1…

伊 N+M-2Q
(M-1) (17)

这个值可以通过对张量 C
-

的秩 - (L2,…,LN,

K2,…,KM) 做高阶奇异值分解得到。
根据定理 1,式 16 中的优化项等价于核张量 G

-

(C)

的范 数。 为 此, 使 用 高 阶 正 交 迭 代 ( high order
orthogonal iteration,HOOI)算法[9,13],通过对张量 C

-
做

正交 Tucker 分解来寻找 P(n) 和 Q(m) 。
据此,共同隐向量 t 便可以根据 P(n) 和 Q(m) 计算。

由于预测模型的最终目标是根据张量 X
-
预测张量 Y

-
,

与偏最小二乘法类似,需要通过 X
-
计算 t ,同时还需要

计算回归系数 D
-
。 对于已知的负载矩阵集合 P(n{ }) ,

隐向量 t 应对张量 X
-
的方差具有最大的解释能力,即:
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t = arg min
t

椰X
-
- G

-
伊 1 t 伊 2P

(1) 伊 2… 伊 NP
(N-1)椰2

F

(18)
式 18 可通过高阶正交迭代得到,只要选择 t 为矩

阵(X
-
伊 2P

(1)T 伊 3… 伊 NP
(N-1)T) (1) 的最大左奇异矩阵即

可[14]。 核张量 G
-
和 D

-
可由式 13 计算得到。

上述的计算步骤循环进行,直到所有元素都被计

算一次或者残差小于给定的范围为止。
1. 3摇 张量偏最小二乘法算法描述

输入: X
-
沂 IRI1伊…伊IN,Y

-
沂 IRJ1伊…伊JM ;

/ / I1 = J1;特征向量的个数为 R ,负载向量的个数为

{Ln}
N
n = 2 和 {Km}

M
m = 2

输出: {P(n)
r },{Q(m)

r },{G
- r},{D- r} , T ;

/ / r = 1,2,…,R;n = 1,2,…,N - 1;m = 1,2,…,M - 1
E
- 1 = X

-
,F

- 1 = Y
-
; / / 初始化

for r = 1 to R do
{
if( 椰 E

- r椰F > 着 and 椰 F
- r椰F > 着 )

{
C
- r = < E

- r,F- r > {1,1} ;

C
- r 抑 G

-

(C r) 伊 1Pr
(1) 伊 2… 伊 N-1Pr

(N-1) 伊 NQr
(1) 伊 N+1…

伊 N+M-2Qr
(M-1) ;

/ / C
- r 的 Rank - (L2,…,LN,K2,…,KM) 正交 Tucker 分解

tr = 最 大 左 奇 异 矩 阵 SVD[( E
- r 伊 2Pr

(1)T 伊 3…

伊 NPr
(N-1)T) (1) ] ;

G
- r = E

- r 伊 1 t
T
r 伊 2Pr

(1)T 伊 3… 伊 NPr
(N-1)T ;

D
- r = F

- r 伊 1 t
T
r 伊 2Qr

(1)T 伊 3… 伊MQr
(M-1)T ;

E
- r +1 = E

- r - (G
- r 伊 1 tr 伊 2Pr

(1) 伊 3… 伊 NPr
(N-1) ) ;

F
- r +1 = F

- r - (D
- r 伊 1 tr 伊 2Qr

(1) 伊 3… 伊MQr
(M-1) ) ;

}
else
break;
}

2摇 数据来源与实验设计
本实验使用 MED64 微电极阵列测量系统(Alpha鄄

MedScience,日本)来进行数据采集和分析。 系统包括

传感器、信号放大电路、控制器、采集和处理数据所用

的计算机以及生物实验相关设备(显微镜、灌流槽、蠕
动泵等)。 实验动物使用雄性 C57 / BL6J 小鼠(年龄

8 ~ 12周,体重 20 ~ 25 g),实验操作过程符合长安大学

生物实验操作规程和伦理学要求。 实验中首先取出小

鼠心脏,使用有钙台式液和 Langendorff 离体心脏灌流

方法进行离体灌流,然后将右心房置于下方,直接与传

感器测量平面接触,进行信号测量。 整个测量过程中,
给样本持续提供有钙台式液(溶液中加入 5% 二氧化

碳和 95%氧气),流速为 5 ml / min,每次实验中给样本

加入不同浓度的高糖溶液 (浓度分别为 20 mM、30
mM、40 mM 和 50 mM)。 在每次实验中,首先记录对

照样的测量信号,随后,从第 0 分钟开始加入高糖溶

液,持续加入 40 分钟。 每种浓度加入后,从第 0 分钟

开始,每间隔 5 分钟测量一次,采样频率为 20 kHz,每
次测量持续 30 s。

在数据处理过程中,首先提取出每次测量到电位

信号的最大正振幅、最大负振幅、频率、单次信号持续

时间等特征值。 再将提取出的特征值作为预测模型的

输入矩阵,高糖作用时间和高糖浓度作为预测模型的

二维输出,把实验数据分为训练集和验证集[15],训练

集用于确定预测模型的系数,验证集用于检验预测结

果。 由于预测模型的输出矩阵的两个维度数据的量纲

不同,为了准确描述二维输出的误差,需要对作用时间

和溶液浓度这两个物理量进行量纲和数据的标准化。
对于高糖作用时间,规定加入高糖溶液的第 0 分钟为

时间轴的原点,每 5 分钟为一个单位;对于高糖溶液浓

度,规定 0 mM 的高糖浓度为浓度轴的原点,每 10 mM
为一个单位。 实验中选用预测均方根误差(RMSEP)、
交叉验证均方根误差(RMSECV)、预测平方相关系数

( R2
p )和交叉验证平方相关系数( R2

cv )几个参数来检

验预测模型的预测能力。 同时,对于相同的数据,实验

中选用多向偏最小二乘法(MPLS)和多维偏最小二乘

法(NPLS)进行建模[16-18],以便比较几种模型的预测

效果。 因为预测输出是二维数据,计算误差的方法是

计算预测值和实际值在作用时间-溶液浓度平面上的

欧氏距离,即:

En = ( tn - t*n ) 2 + (Cn - C*
n ) 2 (19)

其中, tn 为第 n 个实际输出值的时间分量; t*n 为

第 n 个预测输出值的时间分量; Cn 为第 n 个实际输出

值的浓度分量; C*
n 为第 n 个预测输出值的浓度分量。

3摇 实验结果与分析
表 1 给出了几种方法的输出结果,图 2 给出了表 1

中三种模型输出的预测值和实际值的对比。 可以看

出,使用预测值和实际值在作用时间-溶液浓度平面

上的欧氏距离作为评价标准的情况下,张量偏最小二

乘法的预测结果明显好于另外两种方法,其预测均方

根误差 ( root -mean - squared error of prediction,RM鄄
SEP )分别比多向偏最小二乘法和多维偏最小二乘

表 1摇 三种二维输出预测模型的预测结果

误差 RMSEP RMSECV R2
p R2

cv

MPLS 0. 563 2 0. 553 8 0. 643 4 0. 646 6

NPLS 0. 600 9 0. 546 6 0. 587 7 0. 667 9

TPLS 0. 374 4 0. 390 7 0. 876 0 0. 806 9
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法的预测均方根误差小 33. 5%和 37. 7% ;交叉验证均

方根误差(RMSECV,root-mean-square error of cross
validation)分别比多向偏最小二乘法和多维偏最小二

乘法的交叉验证均方根误差小了 29. 4% 和 28郾 5% 。

在三种方法中,张量偏最小二乘法的预测平方相关系

数( R2
p )和交叉验证平方相关系数( R2

cv )也都是最大

的,说明该方法的预测输出的离散程度最小。

(a)MPLS
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图 2摇 三种方法预测值和实际值的对比

4摇 结束语
文中使用基于张量偏最小二乘法的高维输入输出

预测模型,实现了高糖溶液对生物样本的作用时间和

高糖溶液浓度两个输出变量的同时预测。 与传统的多

向偏最小二乘法和多维偏最小二乘法相比较,基于张

量偏最小二乘法的预测模型最适合用于对急性高血糖

浓度和作用时间同时预测。
未来应研究不同维度的输出数据间存在关联时预

测模型的优化问题,并且应关注该方法的临床可操作

性,即如何在体表提取与急性高血糖密切相关的电生

理信号,使该方法可以为急性高血糖的临床医学诊断

提供指导与建议。
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