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最大流问题的最短增广链改进算法

邵丽萍,赵礼峰
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210023)

摘 要:BA 无标度网络是现实中常见的网络,在该网络中,任意两节点之间有极大可能存在多条路径,若用 Ford-
Fulkerson算法寻找增广链,效率不高且步骤繁杂。 同时,在当今大数据时代背景下,随着网络规模的增加,提高算法效率

成为解决大规模网络最大流问题的关键。 为了改善以上不足,文中在最短增广链算法的基础上作了一些改进,提出了最

短增广链改进算法。 该算法基于最短增广链算法,删除原网络中没有起作用的弧;在分层剩余网络中删除的饱和弧,相应

的在原网络中删除该弧,降低构建剩余网络和分层剩余网络的复杂性,从而优化最短增广链算法。 实验结果表明,在 BA
无标度网络中该算法与最短增广链算法的计算结果相同,并且运行效率比最短增广链算法有所提高。
关键词:最大流;最短增广链;剩余网络;分层剩余网络;BA无标度网络

中图分类号:TP301. 6      文献标识码:A     文章编号:1673-629X(2019)05-0058-04
doi:10. 3969 / j. issn. 1673-629X. 2019. 05. 012

Shortest Augmented Chain Improvement Algorithm for
Maximum Flow Problem

SHAO Li-ping,ZHAO Li-feng
(School of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210023,China)

Abstract:BA (Barabasi-Albert) scale-free network is a common network in reality. In this network,there exists multiple paths between
any two nodes in high possibility. If the Ford-Fulkerson algorithm is used to find the augmented chain,the efficiency is not high and the
steps are complicated. At the same time,in the context of the big data,with the increase of network scale,improving algorithm efficiency
becomes the key to solve the problem of maximum flow in large-scale networks. In order to improve the above shortcomings,based on
the shortest augmented chain algorithm,we make some improvements and propose an improved shortest augmented chain algorithm. The
arcs that have no effect in the original network are deleted;the saturated arcs that are deleted in the original network are correspondingly
deleted from the layered residual network,which reduces the complexity of constructing the residual remaining network and the layered re-
sidual network and optimizes the shortest augmented chain algorithm. The experiment shows that the results of the new algorithm is the
same as that of the shortest augmented chain algorithm in BA scale-free network,and the operation efficiency is higher than that of the
shortest augmented chain algorithm.
Key words:maximum flow;shortest augmented chain;residual network;layered residual network;BA scale-free network

0 引 言
最大流问题是图论领域中的重要问题之一,该问

题有很直观的现实背景,如在交通运输网络中的货物

运输、车辆限行,生产制造中的制造工具,通信网络中包

的路由选择,电网系统的电流等问题[1-4]都可用最大流

模型来描述。 因此对最大流算法研究有重要意义。
到目前为止,对最大流问题的研究已有 50 多年的

历史,并且形成了一套完整的理论体系。 针对最大流

问题主要有两类算法,即增载轨算法和预流推进算法。

经典的增载轨算法有 Ford-Fulkerson 标号算法[5]、最
短增广链算法[6]、最短增载轨算法[7]等。 经典的预流

推进算法有 Karzanov 的分层阻塞流算法[8]、Cher-
kassky的最高标号预流推进算法[9]等。 其中增载轨算

法是沿路径进行推进的,预流推进算法是沿边进行推

进并把多余部分返回。 增载轨算法因计算过程简单而

应用广泛。 除了以上这些最大流问题的经典算法,许
多学者也提出了改进的最大流算法[10-12]。 如今,这些

算法是研究大规模网络的基础。
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在增载轨算法中,最短增广链算法应用广泛,它是

通过给定的初始可行流在分层剩余网络上沿最短路径

进行增广流值,同时不断地更新分层剩余网络和最大

流流值,直至终点得不到标号为止。 虽然最短增广链

算法排除了增广链选取的任意性,但在实际应用中,效
率并不是很高。 所以,文中提出了一种改进算法,删除

原容量网络中没有起作用的弧,并且分层剩余网络删

除饱和弧时,删除原容量网络中对应的弧,避免产生回

溯现象,简化寻找可增广链的过程,以提高算法效率。

1 基本概念
1. 1 最大流模型

定义一个含容量的网络[13],记为 G = (V,A,c) ,其
中 V = {v1,v2,…,vn} , A = {(vi,v j) l i,j∈ V} ,弧 (vi,
v j) 称为节点 vi 的出弧,同时也称为节点 v j 的入弧,并
且称 vi为 v j 的入邻点, v j 为 vi的出邻点,定义流 f st为网

络 G = (V,A,c) 中从始点 s到终点 t的流,如果 f st 满足

下列条件:

∑
j
f( i,j) -∑

j
f( j,i) =

f st,i = s

0,i≠ s,t
- f st,

ì

î

í

ïï

ïï i = t
,0 ≤ f( i,j) ≤

c( i,j),∀( i,j) ∈ A(G) (1)
则 f st 是网络 G的一个可行流,在所有满足条件的

可行流中,流量最大的可行流被称为最大流,记作

fmax 。 式 1 中满足 f( i,j) < c( i,j) 的弧为非饱和弧,满
足 f( i,j) = c( i,j) 的弧为饱和弧。 可行流的定义满足

流量守恒,体现在两方面,一方面是始点 s的所有流量

全部到达终点 t ,另一方面是始点 s和终点 t 以外的所

有节点只通过流量而不储存流量。
1. 2 广探法(广度优先搜索)

广度优先搜索[14]是生成分层网络、寻找最短增广

链与构造距离标号函数的基础,节点采用先进先出的

遍历方式,其算法步骤如下:
Step1:在包含始点 vs 终点 vt 的容量网络 G = (V,

A,c) 中,始点 vs 记为标号未检查,令 h(vs) = 0,
ls = - 1。

Step2:若所有已标号节点已检查完,转 Step4;若
存在未检查的已标号节点,找到最先标号的节点 vi ,
转 Step3。

Step3:考察 vi 的所有出弧 (vi,v j) ,若 v j 未标号,
将 v j 记为未检查已标号,且令 h(v j) = h(vi) + 1, l j = i ;
若 v j 已标号则不做处理;若 vi 的出弧全部考察完,则节

点 vi 记为已检查,转 Step2。
Step4:算法终止, h(vi) 为容量网络 G = (V,A,c)

中最短 (vs,vt) 路的长度。

1. 3 分层剩余网络

剩余网络[5]是指在一张含可行流的容量网络图

中所有非饱和弧及所有节点的集合,亦可用反向弧在

网络中标记出饱和弧及当前流。 记剩余网络为 U( f) =
(V,A( f),c( f)) ,需满足两个关系:

(1) ∀( i,j) ∈ A(G) ,若 f( i,j) < CG( i,j) ,则
CU( i,j) = CG( i,j) - f( i,j) ;

(2) ∀( i,j) ∈ A(G) ,若 f( i,j) > 0,则 CU( j,i) =
f( i,j) 。

由剩余网络的定义及广度优先搜索算法,可以定

义剩余网络 U( f) = (V,A( f),c( f)) 的一个子网络

AG( f) = (V',A'( f),c( f)),如下:
V' = {vt} ∪ {vi ∈ V l h(vi) < h(vt)}

A' = {(vi,v j) ∈ A l h(v j) = h(vi) + 1 < h(vt)} ∪

  {(vi,v j) ∈ A l h(vi) = h(vt) - 1

ì

î

í

ïï

ïï }

(2)
称 AG( f) 为 G的关于 f的分层剩余网络。

1. 4 BA无标度网络

BA无标度网络[15-16]被用来模拟不断增长的网络

节点的无标度网络模型,其创建过程如下:
(1)开始于一个包括 m0 个节点的网络,每次新增

一个节点,都要相应地连接到 m(m < m0) 个已有节

点上。
(2)已有节点 i 与新节点连接的概率为: p i =

k i /∑
j
k j (其中 k i 、 k j 分别表示节点 i与节点 j的度)。

2 一种改进的最大流算法
2. 1 最短增广链算法步骤

输入:原始容量网络 G = (V,A,c) 和始点 vs 终点

vt ,节点数 n ,弧数 m ;
输出:容量网络的最大流 f 。
Step1:在原始容量网络 G = (V,A,c) 中,取零流 f

作为初始可行流,根据 f 构造网络 G 的剩余网络

U( f) ,并利用广探法对剩余网络 U( f) 进行分层,进而

求出分层剩余网络 AG( f) 。 若在 AG( f) 中终点 vt 得
不到标号,结束算法, f 为容量网络的最大流,否则转

Step2。
Step2:求分层剩余网络 AG( f) 中 vs vt 的一条最

短路 p ,沿路 p 增加流值,并删除 AG( f) 中所有的饱

和弧。
Step3:求分层剩余网络 AG( f) 中 vs vt 的一条最

短路 p ,若不存在,则转 Step1;否则转 Step2。
2. 2 算法思想

在寻找最短增广链的过程中,经常出现需要遍历

没有起作用的弧,使得算法效率降低。 针对这种情况,
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对最短增广链算法进行两处改进。 第一处在 Step1 之

前,先删除原容量网络中没有起作用的弧,简化 Step1
中构造剩余网络及分层剩余网络过程。 第二处在

Step2 中删除 AG( f) 中所有饱和弧后,同时删去原容

量网络中对应的弧,简化 Step1 中重新构造网络的

过程。
2. 3 算法步骤

Step1:遍历原始容量网络 G = (V,A,c) 中除了始

点终点的其余节点,判断其是否有出弧,若没有删除 vi
的所有入弧。

Step2:取零流 f作为初始可行流,根据 f 构造网络

G的剩余网络 U( f) ,并利用广探法对剩余网络 U( f)
进行分层,进而求出分层剩余网络 AG( f) 。 若在

AG( f) 中终点 vt 得不到标号,结束算法, f为容量网络

的最大流,否则转 Step3。
Step3:求分层剩余网络 AG( f) 中 vs vt 的一条最

短路 p ,沿路 p增加流值,删除 AG( f) 中所有饱和弧。
Step4:求分层剩余网络 AG( f) 中 vs vt 的一条最

短路 p ,若不存在,则在原网络中删除 Step3 中相应的

饱和弧,再转 Step1;否则转 Step3。
2. 4 可行性分析

在新算法的操作过程中,删除了没有起作用的弧,
对最大流的求解并没有影响。 因为在算法求解过程

中,这些弧不进入最短增广链。 删除 AG( f) 中所有的

饱和弧后,同时删去原容量网络中对应的弧,删除的饱

和弧在以后的增广过程中,它的流值不可能增加或减

少[17],只是避免产生回溯现象,从而简化了重新寻找

可增广链的过程。 设容量网络 G = (V,A,c) 有 m 条

弧,每次增广后,至少删除一条饱和弧,则最多经过 m
次增广后,网络 G = (V,A,c) 中就不存在从始点 vs 到
终点 vt 的可增广链,此时算法终止,即新算法不会进入

死循环中。
2. 5 复杂度分析

在容量网络 G = (V,A,c) 中,设节点数为 n ,弧数

为 m 。 在 Step1 中执行一次搜索的复杂度为 O(m) ,
步数不超过 O(n) ,在执行 Step2 时,由广探法知,每次

构造剩余分层网络的复杂性为 O(m) ,最多执行 n - 1
次。 Step3 和 Step4 中最多增广 m次,每次增广的计算

量为 O(n) ,所以新算法的时间复杂度为:
O(mn) + O(mn) + O(mn2) = O(mn2)   (3)

3 数值实例与分析
例:容量网络 G如图 1 所示,求从始点 vs 到终点 vt

的网络最大流。
图中,每条弧旁的数字表示容量,取初始可行流为

零流。 首先通过 Step1,删除原容量网络中没有起到作

用的 弧 (v1,v3) , (v4,v3) , (vt,v3) 。 通 过 Step2 -
Step3 得到分层剩余网络中最短增广链有 3 条弧,分别

为 P1 = vsv1v4vt 、 P2 = vsv2v4vt ,增广流值为 12。 在增广

流值的过程中弧 (vs,v1) 、 (v2,v4) 达到饱和,此时

AG( f) 中不存在 vs vt的一条路 P ,如图 2 所示,即原

容量网络中不存在只有 3 条弧的增广链。

图 1 原容量网络 G

图 2 删除饱和弧 (vs,v1)、(v2,v4) 后的

分层剩余网络图

通过 Step4,在原容量网络中删除弧 (vs,v1) 、
(v2,v4) ,返回 Step1-Step3 再重新构建分层剩余网络,
如图 3 所示。 此时有最短增广链 P = vsv2v1v4vt ,含有 4
条弧。

图 3 重新构建的分层剩余网络图

增广流值 1,在增广流值的过程中弧 (v1,v4) 达到

饱和,此时 AG( f) 中不存在 vs  vt 的一条路 P ,即原

容量网络中不存在只有 4 条弧的增广链。 返回 Step1-
Step2 再重新构建分层剩余网络,此时分层剩余网络中

vt 得不到标号,于是可得最大流 f ,流值为 13。

4 仿真实验
4. 1 实验环境与设计

该算法在 MATLAB2012b 软件中进行仿真,处理

器为 Intel(R) Core(TM) i5-4210U CPU @ 1. 70 GHz
2. 40 GHz,内存 4 GB,Window7 版本 64 位操作系统。

仿真实验采用的随机网络是由 BA无标度网络的

方法随机生成的,网络规模设为 500,1 000,1 500,2
000,2 500,3 000 个节点,且针对给出的网络规模均进

行 10 次仿真实验求平均值。 在这样的仿真条件下,对
最短增广链算法与新算法进行平均运行时间的求解。
4. 2 实验结果衡量指标

将可行流流值、运行时间作为实验结果的衡量指

标。 f :最短增广链算法求得的最大流流值; f ' :新算法
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求得的最大流流值; t :最短增广链算法的平均运行时

间; t ' :新算法的平均运行时间。
4. 3 实验数据统计与分析

通过观察表 1 中两种算法在不同规模网络上的实

验数据统计,可以看出最短增广链算法与新算法都能

精确地求出网络最大流,而且新算法的平均运行时间

低于最短增广链算法。
表 1 两种算法在不同规模网络上的实验数据统计

网络规模
最大流值 平均运行时间 / s
f f ' t t'

500 156 156 1. 516 3 1. 106 5

1 000 100 100 5. 722 0 3. 522 3

1 500
2 000
2 500

65
185
212

65
185
212

8. 850 1
23. 326 1
41. 119 0

6. 419 1
15. 727 2
31. 304 5

3 000 251 251 50. 165 9 38. 261 0

  图 4 的实验结果表明,在相同的网络规模下,新算

法要比最短增广链算法所用的运行时间短,这与之前

的分析相吻合。

图 4 算法平均运行时间的比较

5 结束语
随着网络技术的发展,网络最大流的应用在现实

生活中扮演着越来越重要的角色。 文中在最短增广链

算法的基础上,提出了一种最短增广链改进算法。 该

算法删除了原容量网络中没有起作用的弧,并且在分

层剩余网络中删除的饱和弧,相应的在原网络中删除

该弧,简化了构造剩余网络及分层剩余网络的过程,降
低了计算量,使整个算法的执行效率得以提高。 通过

数值实例验证了该算法的简便性、实用性,并在 BA无

标度网络下进行了仿真实验。 实验结果表明,在相同

的网络规模下,该算法要比最短增广链算法效率高。
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