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摘 要:多视图学习通常基于两个重要原则: 一致性原则和互补性原则。视图的一致性源自所有视图间的共享信息; 而视
图的互补性源自不同视图的特有信息。然而，现有多视图学习算法通常只关注其中的一种，以致得到的模型性能非最优。
为此，提出一种新的多视图特征提取算法框架，称为多重结构化稀疏投影( MSSP) ，其能同时提取视图的公共和特有信息。
MSSP的目标函数包含两个部分: 融合投影的判别项和联合投影矩阵的结构化稀疏正则化项。通过以上建模方式，不同视
图的一致和互补信息同时得到了融合利用。此外，给出所建模型基于在 Stiefel 流形上的梯度下降的求解算法，获得局部
最优解，并分析推测了模型参数随投影维数的变化趋势。相关对比实验验证了 MSSP的建模有效性和参数的变化趋势。
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A Framework of Multi－view Feature Extraction Based on
Multiple Structured Sparsity Projection
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Abstract: Multi－view learning is usually based on two important principles: consistency and complementarity． Consistency derives from

the shared information between views and complementarity derives from the unique information of different views． However，the existing

multi－view learning algorithms usually focus on only one of them，so that the resulting model performance is not optimal． For this，we

propose a new multi－view feature extraction algorithm framework called multiple structured sparsity projection ( MSSP) ，which can sim-

ultaneously extract the common and unique information of the view ． The objective function of MSSP contains two parts: fusion projection

discriminant and structured sparsity regularization． Then the consistent and complementary information of different views can be fused

simultaneously ． In addition，we also give an algorithm based on the gradient decent over the Stiefel manifold to obtain a local optimal so-

lution，and analyze how the hyper－parameter change with the dimension of the projection． The experiment verifies the effectiveness of

MSSP and the trend of the hyper－parameter．
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1 概 述
在实际的机器学习任务中，目标常常以多视图数

据描述。例如，Web 页面可以用文本、图像和链接等
组件来共同描述，一个组件的数据是页面的一个视图。
每一种视图都有其特殊的结构和独特的概念; 而不同

的视图又是相互关联的，因为它们描述的对象是相同

的。多视图数据的这两种性质蕴含着多视图学习的两
个原则: 互补性和一致性［1］。一致性源自不同视图之
间的相关性，互补性源自每个视图的独有信息。根据
一致性和互补性，多视图降维算法可分为三类。第一
类是只关注一致性，如凸子空间表示学习( convex sub-
space representation learning，CSＲL ) ［2］和典型相关分析
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( canonical correlation analysis，CCA) ［3－4］。第二类是只
侧重于互补性，如多视图判别分析( multi － view dis-
criminant analysis，MVDA ) ［5］和集成流形正则化稀疏
低秩逼近( ensemble manifold regularized sparse low －
rank approximation，EMＲSLＲA ) ［6］。最后一类是同时
关注两种原则，如基于结构化稀疏的分解隐空间学习

( factorized latent spaces with structured sparsity，
FLSS) ［7］和部分共享的隐因子学习( partially shared la-
tent factor learning，PSLF) ［8］。
而根据多视图数据的基本假设，多视图降维算法

可以分为两类。第一种假设是低维表示只包含原始数
据信息的一部分。不同的算法根据不同偏好提取相应
信息，如判别信息和流形信息。投影学习模型( projec-
tion learning model) ［9］，如多视图典型相关分析( multi-
view canonical correlation analysis，MCCA ) ［10］和 MV-
DA，都是基于这种假设。另一种假设是不同的高维视
图的数据是由相同的低维数据生成的。基于隐变量生
成模型( latent variable generation model) ［11－12］的算法，
如高斯过程( Gaussian process，GP) ［13－14］和 CSＲL，都是
基于这种假设。
综合考虑两个原则和两个假设，多视图降维算法

可以更细致地分为六类。表 1 为六类算法及其示例。
表 1 六类算法及其示例

Model \principle Consistency Complementarity Both

Generation CSＲL，GP EMＲLSＲA FLS，PSLF

Projection CCA，MCCA MVDA φ

现今尚没有同时关注两个原则的基于投影模型的

多视图降维算法。为了解决这个问题，提出了一种新
的基于结构化稀疏投影的监督型多视图特征提取框架

( MSSP) 。框架由两部分组成。一部分是融合特征的
判别损失函数。大多数单视图投影学习算法的损失函
数都可以实例化这部分，文中选择线性判别分析( line-
ar discriminant analysis，LDA) ［15］和度量学习［16］。另一
部分是联合投影矩阵的多重结构化稀疏正则化。
文中主要贡献如下:

( 1) 在向多视图数据上拓展单视图算法时，一个
简单的方案是将所有视图的特征拼接成一个单一的视

图数据。然而，这种方案不但忽略了不同视图潜在的
相关性，也缺乏物理意义。MSSP 的正则化项解决了
这个问题。
( 2) MSSP是同时关注一致性和互补性的基于投

影模型的多视图降维算法，能够同时提取融合视图的

共享信息和独有信息，避免信息缺失和信息冗余的

问题。
( 3) 定义了一个 M 范数作为正则化项，以惩罚联

合投影矩阵的多重结构化稀疏程度，其中联合投影矩

阵约束为列正交矩阵。然后利用在 Stiefel流形上的梯
度下降法，对框架优化求解，得到一个局部最优解。
( 4) 分析了 MSSP的目标函数的数学性质并推测

了超参数的选择与投影维数的关系，以缩小超参数的

选择范围，降低模型训练的代价。

2 MSSP原理及相关工作
2． 1 MSSP投影融合原理
图 1 展示了并行信息融合模型［17］中一致性和互

补性的简单解释。其中每种颜色代表完整信息的一部
分，视图 1 只拥有红色与绿色信息，视图 2 只拥有黄色
与绿色信息，两个视图融合后得到三种颜色的完整信

息。由于视图 2 缺少红色信息，故在提取红色信息时，
视图 2 的投影必须为零，即视图 2 的投影向量为零向
量，否则融合的红色信息将不纯。提取黄色信息与红
色信息是相似的。红色信息和黄色信息分别为视图 1
和视图 2 独有的，体现互补性。与红色和黄色信息不
同，绿色信息是两种视图的共享部分，体现一致性。如
果两个视图联合提取绿色信息，则更有效、更准确。这
意味着两个视图的绿色信息投影向量应该都是非零

的。综上，可以发现每个视图的投影矩阵都必须是列
组稀疏，如图中 W1 和W2 所示，而联合投影矩阵［W

T
1，

WT
2］的稀疏形式则称为多重结构化稀疏。

图 1 并行信息融合模型的一致性和互补性解释
2． 2 稀疏学习
在训练数据是稀疏的或者模型有特定的偏好时，

模型的解决方案( 矢量或矩阵) 需要拥有特定的稀疏

结构。因 L1范数具有包容性、凸性和强大的理论保证
等优势，大多数现有的稀疏学习都是基于其正则化的

变种［18］。1996 年，Tibshirani 提出了一种稀疏特征选
择算法 Lasso ( The least absolute shrinkage and selec-
tionator operator) ，可以自适应地选择有用的特征。其
形式如下:

min
β
‖L － Xβ‖2

2 + λ ‖β‖1

其中，X∈ Ｒp×q 为数据矩阵; L∈ Ｒp 为类标签向

量; λ ＞0 为控制稀疏程度的超参数; β ∈ Ｒq为选择特
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征的稀疏向量。
Group Lasso 是 Lasso 的一个变种。Lasso 将单个

特征作为单位而 Group Lasso 将变量组作为单位进行
选择。Group Lasso 的形式如下:

min
β
‖L － Xβ‖2

2 + λ∑
l

i = 1
‖β θ i

‖2

其中，θ i ∈ Nq ，∏
l

i = 1
θ i = Nq ，β θ i

是 β 中以 θ i 中元

素为下标的元素组成的一个子向量。
Lasso 和 Group Lasso 能够覆盖向量的大多数稀疏

形式。对于矩阵，惩罚项通常为 L 2，1范数或 L ∞，1范数。

L 2，1
［19］和 L ∞，1的形式如下:

‖Z‖2，1 =∑
d

i = 1
‖Zi‖2，‖Z‖∞，1 =∑

d

i = 1
‖Zi‖∞

其中，Z∈ Ｒs×d ，Zi 表示矩阵 Z的第 i列。
2． 3 Stiefel流形
正交是一种常见的矩阵结构，通常用于减少模型

的复杂度或应用于可视化。在文献［20］中，线性降维
算法的解被约束为正交矩阵，算法被看作矩阵优化问

题。应用在 Stiefel流形上的梯度下降法可以得到一个
局部最优解。Stiefel 流形 Od×r 是列正交矩阵的集合，

可以表示为 Od×r = { M ∈ Ｒd×r | MTM = I } ，其中 I 是
r × r的单位矩阵。Od×r 是 Ｒd×r 的子流形嵌入，是有界

的闭集。切空间是流形在某一特定点上的线性逼近，
对于理解任何流形几何，特别是矩阵流形的优化至关

重要。首先定义流形 Od×r 上的一条曲线，一个光滑的

映射 γ ( ) : Ｒd×r → Od×r ，进而定义切空间为:

TM = { γ
·
( ) : γ ( ) is a curve on Od×r with γ ( 0) =M}

其中，γ
·
为 dγ ( t) /dt。粗略地讲，TM 是在点 M上

沿着流形变化的所有方向的集合，切空间有助于理解

正交矩阵在梯度下降法中如何更新。

3 MSSP框架的建立
3． 1 符号和相关定义
给定包含 c类的多视图数据，第 i个视图的数据矩

阵为 Xi ∈ Ｒdi×n ，其投影矩阵为 Wi ∈ Ｒdi×d ，其中 di 为

第 i( i = 1，2，…，v) 个数据矩阵的特征维数，d是给定
的投影维数。联合数据矩阵为 X =［XT

1，X
T
2，…，X

T
v］

T =

［X1，X2，…，Xv］，其中 Xj 表示第 j 类数据。联合投影
矩阵为 W = ［WT

1，W
T
2，…，W

T
v］

T 。定义 LM 范数为

‖W‖M =∑
v

i = 1
‖Wi‖2，1 。各视图投影以并行方式

［17］

融合 Y =∑
v

i = 1
WT

i Xi = W
TX。

度量学习［16］中，融合特征的类内和类间距离矩阵

如下:

SW =∑ ( nkX
kXkT － Xk1nk

1T
nk
XkT ) ( 1)

SB = nXXT － X1n1
T
nX

T － SW ( 2)
LDA 中，融合特征的类内和类间散度矩阵如下:

S
～

W =∑
c

i = 1
∑

ni

j = 1
( xi

j － ui ) ( xi
j － ui ) T ( 3)

S
～

B =∑
c

i = 1
ni( u

i － u) ( ui － u) T ( 4)

其中，xi
j为 X

i的第 j个样本; ui为 Xi的均值; ni为

Xi 的样本数; u为 X的均值。
3． 2 MSSP模型

MSSP的基本框架的抽象形式如下，大多数的机
器学习算法都可以抽象为这种形式:

min
W

f( W) = loss( W; X) + λＲ( W)

s． t． W∈ Ψ ( 5)
其中，loss( W; X) 为数据 X 上关于 W 的损失函

数; Ｒ( W) 为 W的正则化; λ 为平衡损失与正则化的
超参数; Ψ为 W的约束空间。

MSSP以‖ W‖M 和 Stiefel流形实例化 Ｒ( W) 和
Ψ。文中用 LDA 的瑞利商形式和度量学习来实例化
损失函数，因此有 MSSP_LDA 如下:

min
W

f( W) =
tr( WTS

～

WW)

tr( WTS
～

BW)
+ λ ‖W‖M

s． t． WTW∈ Ψ ( 6)

而对于 MSSP_ML，S
～

W 和 S
～

B 以 SW 和 SB 代替。
3． 3 参数分析
在选择超参数的时候，如果没有足够的经验和专

家来帮助，通常没有很好的方法，只能使用交叉验证的

方法，这使得模型训练的代价很大。对于 MSSP_LDA
和 MSSP_ML，根据损失函数的变化趋势和‖ W‖M的

取值范围推测 λ 随着 d的变化趋势。
假设总能找到最佳的 d 个投影方向，则损失函数

的最小值随着 d的增加而增加。这意味着损失函数的
下界随着 d的增加而增加。为了保证融合特征的判别
性，损失函数必然有一个上界。因此，在保证判别性的
前提下，损失函数的取值范围随着 d的增加而减小。
对于‖ W‖M，可以得到:

‖W‖M = ∑
v

i = 1
‖Wi‖2，1 = ∑

v

i = 1
∑

d

j = 1
‖Wj

i‖2 =

∑
d

j = 1
∑

v

i = 1
‖Wj

i‖2 ( 7)

由于 W是列正交的，故有:

∑
v

i = 1
‖Wj

i‖
2
2 = ‖Wj‖2

2 = 1 ( 8)

很容易得到:

1 ≤∑
v

i = 1
‖Wj

i‖2 ≤槡vd≤‖W‖M ≤ 槡d v ( 9)
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‖W‖M的取值范围随着 d的增大而迅速增大，这
与损失函数取值范围的变化趋势是相反的。这意味着
随着 d的增大，‖W‖M对 f( W) 的影响很可能比损失
函数要大。因此，可以推断，为了确保损失函数和正则
化之间的最佳平衡，最佳的超参数会随着 d 的增加而
减小，而实验结果也验证了上述推测。
3． 4 优化求解
采用在 Stiefel流形上的梯度下降法得到局部最优

解，MSSP框架优化算法简介如下:
Input: Views X1…Xv ，hyper! parameter λ
Step1: Choose loss function of MSSP_ML ( SW and SB ) or

MSSP_LDA ( S
～

W and S
～

B )

Step2: Gradient descent over Stiefel manifold
( a) Initialize W
( b) loop
Calculate according to ( 10)
CalculateT according to ( 13)

Select β with Armijo rule．

Calculate W
～
according to ( 14)

Calculate Wnew according to ( 15)

end loop until converge
Output: Projection matricesW1…Wv

梯度可以计算如下:

!= fW
=
2( T2SW － T1SB )

T2
2

+ λ
W1D1


WvDv










( 10)

T1 = tr( WTSWW)

T2 = tr( WTSBW)
{ ( 11)

Di = diag( 1
‖W1

i‖
，…， 1

‖Wd
i‖
) ( 12)

已经介绍了切空间 TM ，它是在点 M 上沿着流形
变化的所有方向的集合。因此 W 实际不是沿着变
化。根据文献［21－22］，将梯度映射到切空间 TW :

T =  － WTWT ( 13)
然后使用T更新 W得到:

W
～
= W － βT ( 14)
其中，β 是步长，通过 Armijo 规则自适应选择。

对任意非零步长 β ，W
～
将跳出 Stiefel 流形，因此需要

一个回拉来映射到流形上。根据文献［23］，应用奇异
值分解( singular value decomposition，SVD) 得到:

W
～
=［U1 U2］ΛV

T，Wnew = U1V
T

U1 ∈ Ｒr×d，U2 ∈ Ｒr× r－d( ) ( 15)

4 实 验
4． 1 实验设置
在实验中，将 MSSP_LDA 和 MSSP_ML 与以下几

种算法进行比较。( 1) 单视图的 LDA ( S_LDA ) : 在每
个视图以及所有视图的拼接视图上运行 LDA，报告最
好的结果。( 2) EMＲSLＲA : 其超参数选择的方法采用
文献［6］的方式。( 3) View－Consistency MVDA( VcM-
VDA) ［24］: 在 MVDA 的基础上，约束所有的投影矩阵
互相接近。( 4) SDMCCA［25］: 一种 MCCA 的监督型改
进算法。
算法的性能是通过 KNN 的精确度来评估的，其

中 K用 c +1。每个实验随机选取 80%的样本进行训
练，其余 20%用于测试。每个实验进行 10 次，结果取
平均值，通过交叉验证选择超参数。
4． 2 数据集
表 2 介绍了五个真实数据集: NUS － WIDE －

LIFE［26］、MFD［27］、AWA［28］、ADNI ( sdin． loni． usc．
edu) 、WebKB［29］。NUS－WIDE－LIFE 数据集是 NUS－
WIDE数据集的一个子集，由 28 807 个训练图像以及
28 808个测试图像组成，每个图像有 81 维的标签向
量。实验中只使用物体图像，由于处理的是单标签图
像，所以进一步去掉了零标签或多个标签的图像。在
丢弃稀有图像的类别之后，有以下九类: 鸟、船、花、岩
石、太阳、塔、玩具、树和车辆，其中 10 600 个图像用于
训练，7 094 个图像用于测试。对 AWA 数据集，选择
了羚羊、灰熊、虎鲸、河狸和达尔马提亚狗五种动物的
数据。从每种动物数据中随机选择不多于 200 个样
本，为避免过拟合用 PCA 将数据降到 50 维。对 ADNI
数据集，选择患病者和正常人两类数据进行实验，

MＲI、FDG－PET 和 AV45－PET 数据按文献［30］方式
进行预处理。对 WebKB 数据集，先用 PCA 降到 50
维。对 MFD 数据集，去掉维数较少的 mor 和 zer 两个
视图。

表 2 数据集

数据集 视图 /维数 类数 /样本数

MFD fou /76，fac /216，kar /64，pix /240，zer /47，mor /6 10 /200×10

AWA cq /2688，lss /2000，phog /252，rgsift /2000，sift /2000，surf /2000 5 /200×5

ADNI VBM /116，FDG /116，AV /116 2 /211，160

NUS－WIDE－LIFE ch /65，b－wcm /226，ca－c /145，edh /74，wt /129 9 /10 600+7 094

WebKB text /3000，link /1840 2 /230，821
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4． 3 实验结果与分析
表 3 中的实验结果表明:
( 1) 基于 MSSP 框架的两种方法，分类的准确率

显著好于其他算法，说明同时关注一致性和互补性对

分类效果是有促进作用的;

( 2) MSSP_LDA 在四数据集上结果显著好于 Vc-
MVDA，同样是 LDA 在多视图上的推广，基于 MSSP
的框架具有更好的性能。一方面是由于 MSSP的框架
结构简单，LDA 在推广的过程中形式和原理都没有发

生变化，另一方面结构化稀疏正则化使得推广更灵活，

可以适应多视图数据的结构特点，可以同时提取共享

信息和独有信息中对于分类效果有促进作用的信息;

( 3) 在 ADNI数据集上 MSSP 两种算法效果远高
于其他几种算法，这是因为数据本身对稀疏性有偏好，

稀疏的方法在这种数据上通常有较好的效果，而

MSSP的稀疏正则化项也能满足这种偏好，这是 MSSP
的形式本身的特点。

表 3 对比实验结果( 均值±标准差)

Data S_LDA EMＲSLＲA VcMVDA SDMCCA MSSP_LDA MSSP_ML

AWA 0． 624 5±0． 050 0 0． 539 1±0． 029 8 0． 483 8±0． 015 9 0． 629 6±0． 041 3 0． 435 7±0． 038 7 0． 636 1±0． 044 0

NUS 0． 434 1±0． 006 0 0． 465 9±0． 009 7 0． 338 1±0． 003 4 0． 232 4±0． 009 0 0． 396 7±0． 015 4 0． 476 7±0． 007 3

WebKB 0． 975 2±0． 010 5 0． 983 8±0． 058 6 0． 958 6±0． 008 9 0． 986 2±0． 010 3 0． 986 6±0． 007 7 0． 990 5±0． 007 2

MFD 0． 955 3±0． 003 7 0． 958 0±0． 010 5 0． 865 4±0． 013 6 0． 951 8±0． 008 1 0． 981 5±0． 029 8 0． 972 5±0． 001 9

ADNI 0． 779 7±0． 060 4 0． 771 6±0． 044 5 0． 762 2±0． 028 8 0． 805 4±0． 049 6 0． 890 5±0． 040 9 0． 944 6±0． 024 9

4． 4 参数分析
图 2 和图 3 分别为 MSSP_ML 在 ANDI 和 AWA

数据集上，最佳超参数随投影维数的变化趋势。可以
发现，最佳的超参数会随着 d的增加而减小，并且随着
d的增加，减小的速度变快，这验证了前文中对超参数
的分析和推测。

图 2 MSSP_ML 在 ANDI上最佳超参数变化趋势

图 3 MSSP_ML 在 AWA 上最佳超参数变化趋势

5 结束语
根据信息保持的两个假设和一致性与互补性两个

原则，将多视图降维方法细分为六类，提出了一个新的

多重结构化稀疏投影框架 MSSP，并分析了超参数的
变化趋势。在真实数据集上的对比实验，验证了
MSSP的有效性和对超参数变化趋势的推测。在未来
的工作中，可以尝试将更多的单视图方法推广到

MSSP框架中。
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