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一种改进的粒子群算法的分数阶控制研究

兰 歆,韦宏利,陈超波
(西安工业大学 电子信息工程学院,陕西 西安 710021)

摘 要:分数阶 PID控制器在工程应用中出现了控制参数多且难以整定等问题。 针对这些问题,提出一种改进的粒子群

分数阶控制算法,并在单级倒立摆控制系统中进行实验验证。 该算法将混沌算法与惯性权重调整的粒子群算法相融合,
对粒子群进行混沌初始化,并将陷入局部最优的粒子进行混沌搜索,既优化了惯性权重非线性调整方法来提高算法的收

敛精度,又得到了全局最优解。 实验结果表明,CAPSO算法在分数阶控制器的参数整定方面优于主导极点法、粒子群优化

(PSO)等算法。 与 PSO算法相比,具有收敛速度快、超调量小、稳定性好、抗干扰性强等特点;经 CAPSO算法优化的分数阶

控制器动态响应特性要优于整数阶 PID控制器。
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Research on Fractional Order Control of an Improved Particle
Swarm Optimization Algorithm

LAN Xin,WEI Hong-li,CHEN Chao-bo
(School of Electronic and Information Engineering,Xi’an Technological University,Xi’an 710021,China)

Abstract:The fractional PID controller exists too many control parameters and difficult parameter tuning and other problems in engineer-
ing. Therefore,we propose a fractional order control algorithm called chaotic adaptive particle swarm optimization (CAPSO),which is
verified by the single inverted pendulum control system. This algorithm combines the chaos algorithm with inertia weight adjustment of
the particle swarm algorithm. After the chaotic initialization of particle swarm,it exerts chaotic search on the swarms falling into the local
optimal particle,not only optimizing nonlinear inertia weight adjustment method to improve its convergence accuracy,but also getting the
global optimum solution. The experiment shows that the CAPSO is better than the dominant pole method and PSO in the parameter tun-
ing of the fractional order controller. Compared with PSO,it has many merits of the fast convergence speed,small overshoot,strong sta-
bility and anti-interference. The dynamic response of the system with fractional order controller optimized by CAPSO is better than that
with integer order PID controller.
Key words:fractional order;chaos algorithm;particle swarm optimization;adaptive control;inertia weight

0 引 言
随着自动控制的发展,及其在工业、农业、交通运

输和国防等各领域应用的不断提高,高精度的控制也

逐步提升。 倒立摆是一个非线性、多变量、强耦合、不
稳定的高阶系统,具有形象、直观、结构简单、物理参数

和形状易于改变、成本低廉等优势。 在控制理论发展

过程中,将创新的控制算法应用到倒立摆系统的控制

上,可验证该控制理论的性能,评判它在实际应用中的

可行性,并对各种方法的控制性能进行对比,从而提出

控制效果更优的控制算法。 倒立摆系统控制的方法

有:PID控制[1]、状态反馈控制[2]、模糊控制[3]、拟人智

能控制[4]、滑模变结构控制[5]等等。
分数阶微积分( fractional-order calculus)是传统

整数阶微积分的广义形式,两者同时产生。 分数阶微

积分,指微分、积分的阶次是任意的也可以是分数的,
优于整数阶。 分数阶微积分在科技、工程和工业等领

域的研究和应用不断增加。 分数阶控制系统可以用时

域、频域、复域进行表示,也可通过稳定性、鲁棒性、可
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观性、可控性等来分析。 其中对分数阶具有很大影响

的是 Igor Podlubny教授提出的 PIλDμ [6]。 分数阶 PID
不仅是从整数阶扩充到分数阶,同时比传统的 PID 控

制多了 2 个可调参数:积分阶次 λ和微分阶次 μ ,这相

当于增加了两个维度,更便于调控[7-13]。
随着 PIλDμ 的提出及广泛应用,对其参数寻优方

法的研究受到了研究者的青睐。 Vinagre[14]提出了基

于相角裕度和幅值裕度方法,还提出了极点阶数搜索

法(即通过估计 K来搜索一对较优的极点在时域上)。
文献[15]采用对称优化方法改进了相角裕度和幅值

裕度。 文献[16-17]采用 3 种方法来研究 PIλDμ 的参

数整定。 上述方法都有一个共同的特点,即控制器参

数都通过大量的公式推导得出,计算量相当大且繁琐

复杂。 文献[18]在 PIλDμ 设计中加入粒子群算法,简
化了结构以及参数设置,同时拥有非常强大的全局优

化水平且便于实现,但是未能改善 PSO算法易陷入局

部最优和收敛效率低等问题。
在上述研究基础上,文中提出一种 CAPSO 算法,

结合自适应调节惯性权重的算法和混沌粒子群算法,
以避免算法的局部收敛、提高算法的精确度。

1 倒立摆数学建模与分析
文中倒立摆系统描述中涉及的符号、物理意义及

相关数值如表 1 所示。
表 1 直线一级倒立摆的参数指标

符号 意义 数值

M 小车质量 / kg 1. 096

m 摆杆质量 / kg 0. 109

f 小车摩擦力 / N 0. 1

l 摆杆轴心到杆质心的距离 / m 0. 25

I 摆杆惯量 / (kg·m2) 0. 002 23

F 加在小车上的力 / N

x 小车位置 / m

Fs 摆杆的水平方向的干扰力 / N

Fh 摆杆的垂直方向的干扰力 / N

Fg Fs 和 Fh 的合力 / N

g 重力加速度 / (m·s-2) 9. 8

θ 摆杆与垂直向方向的夹角 / deg

  倒立摆受力分析如图 1 所示。
由图 1 可得:

Mx
··
= F - fx

·
- N (1)

Fh = Fg·cosα   (2)
Fs = Fg·sinα    (3)

对摆杆水平方向的受力进行分析可得:

N - Fs = m
d2

dt2
(x + l·sinθ) (4)

对摆杆垂直方向的受力进行分析可得:

- P + mg + FA = m
d2

dt2 l - lcos
( )θ (5)

P

P

图 1 倒立摆受力分析

基于力矩平衡方程得:
Fg lsinαcosθ + Fg lcosαsinθ +

Plsinθ + Nlcosθ + lθ
. .
= 0 (6)

化简得:

2Fg lsinαcosθ + 2Fg lcosαsinθ + ( I + ml
2cos2θ) θ

. .
+

mglsinθ - ml2 θ2
.

sinθ + mlx
. .
cosθ = 0

假设 θ <<1,则可以进行近似处理:

cosθ = 1,sinθ = θ,(dθdt )
2 = 0

cos2θ = 1,sin2θ = θ
(7)

I = 13 ml
2 (8)

方程化为:

2Fg( - sinα - θcosα) +
4
3 mlθ

. .
- mgθ = mx

. .

令 F f = Fg( - sinα - θcosα) ,则上式化为:

2F f +
4
3 mlθ

. .
- mgθ = mx

. .
(9)

代入实际数据后,得到:

θ
. .
= 29. 4θ + 3x

. .
- 2
F f
m (10)

忽略 F f ,得到如下系统的微分方程:

θ
. .
= 29. 4θ + 3x

. .
(11)

以小车的位移 x 、小车的速度 x
.
、摆杆的角度 θ 、

摆杆的角速度 θ
.
为输入 X ,以小车的位移 x 、摆杆的角
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度 θ为输出 Y 。 即
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(13)

2 分数阶 PID控制器
2. 1 分数阶微积分基本定义

分数阶微积分算子为 aD
α
t 。 其中 a,t 为算子的

上、下线(限), α 为微分或积分的阶次,若为复数,定
义为:

aD
α
t =

dα

dtα
,Re(α) > 0

1,Re(α) = 0

∫t
a
(dτ) ( -α),Re(α) <

ì

î

í

ç
çç

ç
çç 0

(14)

Grünwald-Letnikov分数阶微积分定义:对于任意

实数 m >0,整数部分为[ m ](即[ m ]为小于 m 的最

大整数),则函数 f( t) 的 α阶微积分为:

aD
α
t f( t) = limh→0 h

-α∑
[ t-ah ]

j = 0
( - 1) j αæ

è
ç

ö

ø
ç

j
f( t - jh) =

    lim
h→0

1
Γ(α)hα∑

[ t-ah ]

j = 0

Γ(α + j)
Γ( j + 1) f( t - jh)

(15)
其中

αæ
è
ç

ö

ø
ç

j
= α(α - 1)(α - 2)…(α - j + 1)j! =

α!
j! (α - j)

Riemann—Liouville分数阶微积分定义:

aD
α
t f( t) =

1
Γ(m - α) (

d
dt )

m ∫t
a

f(τ)
( t - τ) -(m-α)

dτ

(16)
其中, m -1< α < m , m∈ N 。
Caputo分数阶微积分定义:

aD
α
t f( t) =

1
Γ(m - α) ∫

t

a

fm(τ)
( t - τ) α-m+1

dτ (17)

其中, m -1< α < m , m∈ N 。
2. 2 分数阶控制器设计

PIλDμ 控制器包括积分阶次 λ 和微分阶次 μ ,若

λ =μ =0,实现 P控制器,若 λ =1, μ = 0,实现 PI控制

器,若 λ =0, μ =1,实现 PD控制器,若 λ = μ =1,实现

PID控制器。 若 λ 、 μ为任意实数或者复数,得到分数

阶控制器为:
G( s) = Kp + K is

-λ + Kds
μ (18)

PIλDμ 控制器设计过程中需要先进行数值实现。
文中利用 Oustaloup[19]逼近算法进行离散化处理后进

行数值实现。 对于分数阶微积分算子的数值实现是

Oustaloup滤波器[15]在频率域内,对 Dα 进行近似处理。
Oustaloup滤波器的传递函数为:

H( s) = (
ωu
ωh
)
α

Ⅱ
N

K = -N

1 + s / ωˊk
1 + s / ωk

(19)

其中, K = ωαh 。
滤波器零极点和增益如下:
ωˊk = ωbω

[k+N+ 1
2 (1 +α)] / (2N+1)

μ (20)

ωk = ωbω
[k+N+ 1

2 (1 -α)] / (2N+1)
μ (21)

其中, ωμ =
ωk
ωb
, ωb 和 ωh 为拟合频率的上下限;

N为该滤波器的阶次。

3 基于改进的粒子群算法的分数阶控制器

参数的寻优
3. 1 粒子群算法

粒子群优化算法(PSO) [20-23]在求解优化问题时,
每个问题的解被看作一个个的微粒。 假设在一个 D
维搜索空间中,由 N 个粒子组成的种群中第 i 个粒子

在 D维搜索空间的位置 X i(k) = (X i1(k),X i2(k),…,
X id(k))

T 。 基于目标函数中的每个粒子位置表示为

p i =(p i1,p i2,…,p iD)
T ,它所对应的适应度在第 i 个粒

子的速度 Vi(k) = (Vi1,Vi2,…,Vid)
T ,其个体最优位置

为种群的群体最优位置 pg = (pg1,pg2,…,pgD)
T ,且 1≤

d≤ D,1 ≤ i≤ N 。 则更新粒子的速度和位移:
vid(k + 1) = ω(k + 1)vid(k) + a1 r1[p id(k) -

x id(k)] + a2 r2[pgd(k) - x id(k)]

(22)
x id(k + 1) = x id(k) + vid(k + 1) (23)
其中,假定粒子的编号是 i =0,1,2…; a1、 a2 为学

习因子(通常取值为 2); r1、 r2 为分布在[0,1]区间的

随机数。
3. 2 改进的粒子群算法

针对 PSO算法的缺陷,提出一种基于 Logistic 混
沌搜索机制的粒子群算法,以提高粒子群的多样性和

全局搜索能力。 在该算法中,初始化混沌有助于增加

粒子种群的多样性,而且混沌搜索可避免粒子陷入局

部最优。 在文献[20-24]中提出的各种混沌搜索算法
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都可以增强局部搜索能力。 当粒子发生早熟时,由下

式来更新位置变量:
y i +1 = 4y1(1 - y i)  (24)
x t +1i = x

t
i + 2δ(y i - 0. 5) (25)

其中, y i∈[0,1]是混沌状态处于系统的第 i个变

量; δ是决定变异的一个范围。
加入自适应调整策略,既可以对惯性权重进行自

适应调整,又保证了局部搜索和全局搜索之间的相互

协调。 在相关文献中提出了惯性权重关于时间的线性

递减自调整策略,但在实际搜索时 ω 是非线性的过

程,所以不能反映实际的优化搜索能力。 对此,文中提

出对 ω的动态自调整策略,不仅可以控制粒子速度,
而且还能平衡算法的全局搜索和局部搜索性能。 具体

调整方法如下:

ω = (ωmax - ωmin)(
itermax
itermin

+ ωmin) (26)

其中, ωmax 和 ωmin 分别为惯性权重的最大值和最

小值; itermax 和 itermin 分别为最大的迭代次数和最小的

迭代次数。
当开始迭代时,迭代次数越小,惯性权重 ω 越大,

粒子的运动速度、收敛速度都变快,从而易于全局搜

索;反之,可将其作为局部搜索。
3. 3 确定改进后算法的目标函数

适应度函数可作为 PSO 算法优化搜索的基本依

据。 文中采用的参数选择的目标函数是常规的 ITAE
性能指标。 为了得到它的最小值,ITAE优化法是由系

统绝对值误差与时间的乘积的积分进行表示,即适应

度函数如下:

f(x) = ∫∞
0
t e ( )t dt (27)

其中,假设每个粒子的位置都由一个 5 维向量表

示,那么分数阶控制器的参数向量表示为 x = (kp,k i,
kd,λ,μ) 。 根据改进的粒子群算法进行寻优而得到的

全局最优解,也是控制器参数整定的最优解。
3. 4 基于 CAPSO算法的PIλDμ 的参数优化

利用 CAPSO算法整定 PIλDμ 参数的步骤如下:
Step1:将参数进行初始化。 即随机生成粒子的参

数,如 N 、itermax、 ω 。
Step2:采用混沌的方法初始化 x i 、 vi ,将 PI

λDμ 参
数设为变量 x i ,在遍历范围内对 x i 、 vi 进行随机初始

化。 由式 27 计算 f i(x) ,并与 p i 进行对比。 若 f i(x) <
p i ,则对 p i 进行更新,否则 p i 不变;再对个体寻优结果

和全局寻优结果进行比较,若 p i < pg ,则对 pg 进行更

新,否则不变。
Step3:由式 26 调整 ω ,再由式 24 和式 25 更新

x i 、 vi 。

Step4:由式 27 计算更新后的适应度值,新粒子的

个体和所处全局的最优位置,可得 vt 和 x t 。
Step5:判断是否到达 itermax。 当 iter≥itermax时,转

至 Step7,否则转至 Step6。
Step6:判断算法是否陷入局部最优。 当第 i 个粒

子连续 N次满足条件 f(x i) - f(p i) < η 时( η 为设定

的常数阈值),则认为算法陷入局部最优,用式 24 和式

25 进行混沌搜索;否则转至 Step4。
Step7:返回 x = (kp,k i,kd,λ,μ) ,同时寻优完成。

3. 5 Matlab仿真与分析

利用 MATLAB 软件对 PIλDμ 的参数 x = (kp,k i,

kd,λ,μ) 进行寻优,基于 Oustaloup近似算法完成逼近

近似的过程。 假设拟合频率范围为[10-3,103 ],阶次

为 4, N 为 500, itermax为 1 000,采样时间为 0. 001 s,
ωmin 取 0. 4, ωmax 取 0. 8。 因为算法中的参数是随机产

生的,所以仿真结果取 500 次的平均值。
由表 2、3 和图 2 所示,对 PIλDμ 控制器参数优化

过程中的几种算法进行了对比,可见主导极点法会产

生大的超调量、调节时间漫长等问题。 然而,PSO算法

与它相比,超调量、调节时间等都有所下降,但不令人

满意。 文中提出的 CAPSO 算法,仿真结果显示上升

时间短、超调量小,目标函数 ITAE 值也最小,适应度

值为 1. 912 1,优于上述两种优化算法。
表 2 不同算法整定最优参数

算法类型 kp ki kd λ μ

主导极点 1. 604 0. 685 0. 072 0. 487 0. 978

PSO 0. 901 0. 560 0. 560 0. 609 1. 102

CAPSO 0. 913 0. 631 0. 196 0. 467 1. 179

表 3 不同算法时域性能参数

算法类型
上升时间

tr / s
调节时间

ts / s
超调量

Mp / %

主导极点 2. 391 8. 201 24. 61

PSO 1. 802 8. 016 1. 957 5

CAPSO 1. 521 6. 892 1. 910 5

0 2 18 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

4 6 14 168 10
t/s

12 20

PSO

CAPSO

A

图 2 3 种算法下的 PIλDμ 阶跃响应

将 CAPSO 算法应用于整数阶 PID 控制器和
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PIλDμ 进行参数优化,阶跃响应曲线如图 3 所示。 可

见,CAPSO-FOPID 的控制效果要优于 CAPSO-PID,
而且其调节时间更少。 从仿真结果看出,超调量从

25. 86%降至 6. 50% ,减小了系统的稳态误差。

0 2 18 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

4 6 14 168 10
t/s
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图 3 在阶跃信号下的两种控制器的响应

4 结束语
将一种改进的 PSO 算法用于传统的 PID 控制与

分数阶 PID控制中,并进行了对比仿真。 结果表明,在
控制性能上,分数阶控制器要优于传统 PID控制器,而
且 CAPSO-FOPID控制器在收敛速度与精度上也得到

大幅改善。 该方法既达到了系统的性能要求,也满足

了 PIλDμ 控制器参数寻优,同时也为分数阶 PID 控制

器在倒立摆系统中的控制方法提供了参考。
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