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求解最小费用流的一种新算法

纪亚劲,刘艳清,赵礼峰
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210023)

摘 要:网络最小费用流问题是经典的双目标优化问题,其中利用的图论方法主要有负费用回路算法和最小费用路算法。 最小费

用路(Busacker-Gowan)算法每次增广流值之前都需要搜索一次最小费用路径,导致算法复杂度偏高,并且该算法是在剩余网络的

基础上进行增广,使得该算法在计算预定流值最小费用流时有点冗余。 针对这些不足,提出了一种求最小费用流的新算法。 该算

法首先利用改进的 Dijkstra算法一次搜索出所有的源点至汇点费用路径,并且在余网络中增广流值。 由于余网络比剩余网络构造

简单,所以最终提高了算法的时间效率。 仿真实验表明,在 ER随机网络中提出算法和经典算法的计算结果相同,并且提出算法

不管是在稀疏网络还是非稀疏网络中其运行时间比经典算法都要少,同时更适用于稀疏网络。
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A New Algorithm for Solving Minimum Cost Flow

JI Ya-jin,LIU Yan-qing,ZHAO Li-feng
(School of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210023,China)

Abstract:The network minimum cost flow is a classical two-objective optimization problem,in which the graph theory mainly has the
negative cost loop algorithm and the least cost path algorithm. The minimum cost path (Busacker-Gowan) algorithm needs to search
once before each increment of the flow value,resulting in high complexity and it is augmented on the basis of the residual network which
makes some redundancy when calculating the minimum cost flow of the predetermined flow value. Aiming at these problems,a new algo-
rithm is proposed to solve the minimum cost flow. First it searches out all the source-sink cost paths by improved Dijkstra algorithm,and
augments the flow values in the remainder network which is simpler than residual network so that the time efficiency of the algorithm is
improved. In the simulation,the proposed algorithm is identical with the classical algorithm on computing results in the ER stochastic net-
work,and it has less runtime than the latter in both sparse and non-sparse networks,more suitable for sparse networks.
Key words:minimum cost flow;Dijkstra algorithm;remainder network;ER stochastic network

0 引 言
最小费用流问题是图论领域中的核心问题之一,

也是网络优化中的重要问题。 该问题主要是在容量费

用网络中计算从源点至汇点的费用最小的可行流,并
且也可以看成线性规划问题[1-2],在生产分配、交通运

输、信息通讯、网络管理、电网等领域都得到了很好的

应用[3-7]。 因此,研究最小费用流算法具有重要的

意义。
迄今为止,最小费用流问题的研究已经有 50 多年

的历史,并且也形成了非常完善的理论体系。 最小费

用流的经典算法[1]可以分为两类:利用图论的理论方

法,包括 Klein在 1967 年提出的负费用回路算法,还有

Busack和 Gowen 在 1961 年提出的最小费用路算法

等;利用线性规划理论,先将最小费用流问题转化为线

性规划模型,然后求解最小费用可行流,主要有原始对

偶算法、状态算法等等。 其中第一类算法由于计算简

单而被广泛应用。 除了这些经典算法,还有许多学者

提出了改进的最小费用流算法[8-12]。
其中最小费用路算法是由初始可行流通过沿最小

费用路增广得到另一个流值增加且费用最小的可行

流,直到流值为 υ0 或是最大流且费用最小的可行流,
即最小费用流。 由于最小费用路算法在执行过程中需
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要多次寻找最小费用路径,导致算法时间复杂度偏高,
并且在实际应用中,一般不一定需要求出最小费用最

大流,只需求出预定流值的最小费用流即可。 所以,文
中针对最小费用路算法进行改进,利用改进的 Dijkstra
算法[13-14]寻找所有源点至汇点的路径并且在余网络

中进行增广,以求出预定流值的最小费用流,提高算法

效率。

1 基本概念
定义 1:设 N = (V,A,c,w)为带源点 υs和汇点 υt的

容量费用网络, υ0(υ0 > 0) 是某固定流值,那么 N中最

小费用流问题的线性规划模型为:

MIN∑w ij f ij

s. t.

∑
υ j∈N +(υ s)

f sj - ∑
υ j∈N -(υ s)

f js = υ0

∑
υ j∈N +(υ t)

f tj - ∑
υ j∈N -(υ t)

f jt = - υ0

∑
υ j∈N +(υ i)

f ij - ∑
υ j∈N -(υ i)

f ji = 0,υi ∈ V \{υs,υt}

0 臆 f ij 臆 cij,(υi,υ j) ∈

ì

î

í

ç
ç
ç
ç

ç
ç
çç A

定义 2:对于给定的容量网络 N = (V,A,c) 及 N上

的一个可行流 f = { f ij | (υi,υ j) ∈ A},坌(υi,υ j) ∈ A ,若
0 臆 f ij < cij ,则令 cij( f) = cij - f ij ;若 f ij = cij ,则在网络

中删去这条弧。 这样构成的一个新网络 N( f) = {V,A,
cf} 称为原容量网络 N关于可行流 f的余网络[15],如图

1 所示。

图 1 余网络生成示意

2 最小费用路算法
2. 1 算法步骤

Step1:取初始可行流 f (例如零流);
Step2:若 υ( f) = υ0,终止。 否则转 Step3;
Step3:构造剩余网络 D( f) ,找到一条最短费用路

径 P ,找不到则停止;
Step4:沿 P增广流值 δ = min{cf(P),υ0 - υ( f)} ,

得到新的可行流,转 Step2。
2. 2 算法存在的劣势

(1)每次更新剩余网络后,该算法都要重新在剩

余网络中寻找最小费用路作为增广链增广,假设每次

增广至少增广流值为 1,那么该算法最多需要利用 υ0
次 ford最短路算法来寻找最小费用路,所以该算法还

是偏复杂。
(2)最小费用路算法是在剩余网络的基础上进行

增广,那么该算法可以计算出网络的最小费用最大流,
对于求网络最小费用流其适用性比较广,但对于只需

要求预定流值的最小费用流来说,该算法可能显得

冗余。

3 一种求最小费用流的新算法
3. 1 算法思想

新的最小费用流算法的基本思想是利用改进的

Dijkstra算法先求出从源点至汇点的所有费用路径,记
录下每条路径的费用 w 。 将所有路径费用按从小到

大排列。 首先构造关于初始可行流 f (例如零流)的余

网络 N( f) ,在 N( f) 中选择费用最小的路径进行增

广,增广后更新可行流 f 及余网络 N( f) ,删除网络中

容量为 0 的弧和不存在的费用路径记录,继续选择当

前费用最小的有向路径增广。 重复以上步骤,直至增

流至预定流值 υ0 或者不存在可增广路径为止。
3. 2 算法步骤

Step1:根据容量费用网络 N = (V,A,c,w) 构造费

用的邻接矩阵 D' 。
Step2:删掉矩阵 D' 的第一行第一列得到 D 。
Step3:只保留矩阵 D'的第一行且删掉第一列得到

矩阵 D1。
Step4: Dk = Dk-1 茚 D ,构造秩为 k的矩阵 Dk ,保

留各节点之间的所有路径项,直至所得的节点数等于

n时停止。 计算 P =∪ Di( i = 1,2,…,n) ,只保留从源

点到汇点的所有有向路径 S1,S2,…,Sr 。
Step5:比较有向路径 S1,S2,…,Sr 的费用权值,把

费用权值从小到大排列。
Step6:按权值从小到大的顺序依次对满足增流条

件的有向路径增流,直到增流至预定流值 υ0 或者不存

在可增广路径为止。
3. 3 算法的可行性

新算法执行时,首先通过改进的 Dijkstra 算法找

到从源点到汇点的所有路径,算法 Step4 中的终止条

件是当算法执行到第 n -1 步,得到的节点数为 n时终

止,防止算法陷入死循环。 其次根据路径费用权值从

小到大增广流值。 每增广一次流值,调整流量后,将增

广链上容量为 0 的弧从网络中删除。 设网络 N的预定
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流值为 υ0,每次增广的流值最少为 1,因此最多经过 υ0
次增广,此时算法结束,得到最小费用流,该算法不会

陷入死循环。
3. 4 算法的复杂度

(1)时间复杂度。
设容量费用网络 N的顶点数为 n ,有向弧数为 m,

υ0 为预定流值,并且假设 N中所有弧容量以及 υ0 均为

整数。 改进的 Dijkstra 算法的时间复杂度为 O(n2) ,
所以 Step1-Step5 的算法时间复杂度为 O(n2) ,Step6
沿最小费用路对流进行增广的计算量为 O(n) 。 由此

可知,定流值比例的最小费用路新算法的时间复杂度

为 O(n2 + n2 + n) = O(n2) 。
(2)空间复杂度。
在新算法执行过程中,需要存储网络中所有弧的

费用权值和容量权值,它们由两个 n × n邻接矩阵分别

存储,复杂性为 O(n2) 。 同时算法 Step4 中还需要记

录 r条有向路径,每条路径的复杂度为 O(n) ,Step6 中

沿有向路径增流其复杂度为 O(n) ,整个算法最多循

环 υ0 次。 因此新算法的空间复杂度为: O(n2 + rn +
υ0n) = O(n·max{υ0,n}) 。

4 算法验证
如图 2 所示,图 1 中每条弧上的第一个数字为容

量,第二个数字为费用,求从源点 1 至汇点 6 的最小费

用流。

图 2 原网络

(1)利用改进的 Dijkstra 算法在原网络中找到 6
条从源点至汇点的费用路径,分别为: S1 = 1246,S2 =
1356,S3 = 13246,S4 = 12456,S5 = 135246,S6 =
132456。 费用分别为:w1 = 11,w2 = 10,w3 = 16,w4 = 9,
w5 = 16,w6 = 14,按从小到大排序: S4, S2, S1, S6,S5。

(2)按照顺序依次进行增流,直到不存在从源点 1
至汇点 6 的可增广路径为止,最终算出的最小费用流

为 f = 9,w = 99。

5 算法仿真分析
5. 1 硬件环境

利用 MATLAB 软件进行仿真实验,编程环境为

MATLAB2012b,CPU为 Intel(R) Core(TM)i7-4720HQ
CPU @ 2. 60 Hz,内存为 8 GB,64 位 Window7 系统。

5. 2 实验设置

仿真分为两部分。 第一部分针对上述例题,利用

新算法与 Busacker-Gowan 算法通过实验验证结果的

正确性以及比较两个算法的运行时间。 第二部分是对

于 ER随机网络进行仿真分析,此部分实验分为两组:
第一组是稀疏网络测试,第二组是非稀疏网络测试。
5. 3 实例验证

对于上述实例中的网络,输入预定流值 υ0 = 20,若
网络的实际最大流流值小于等于预定流值,那么最小

费用流算法求出的是网络最大流及对应的最大流最小

费用;若网络的实际最大流流值大于预定流值,那么求

出的是预定流值下的最小费用。
重复 10 次实验求得结果的流值都为 9,对应的费

用均为 99。 具体的可行流矩阵 f与费用矩阵 w如下:

f =

0 7 2 0 0 0
0 0 0 9 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 5 4
0 2 0 0 0 5

é

ë

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ù

û

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç0 0 0 0 0 0

w =

0 28 8 0 0 0
0 0 0 9 0 0
0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 10 24
0 2 0 0 0 10

é

ë

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ù

û

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç0 0 0 0 0 0

并且新算法与 Busacker-Gowan 算法的运行时间

平均值分别为:6. 2770e-4 s 和 7. 0935e-4 s。 通过以

上实验分析得出新算法与 Busacker-Gowan 算法的结

论一样,由于此例的节点数过少,所以两种算法运行时

间关系不明显。 接下来针对大型的 ER 随机网络作

比较。
5. 4 随机网络实验与分析

5. 4. 1 ER随机网络

ER随机网络模型[15]定义为:对于一个节点数为 n
的网络,其中任意两点以概率 p连接,网络中边的数目

是一个随机变量 X,X的取值范围是从 0到 n(n - 1) / 2
的整数。 生成的不同网络共有 2n(n-1) / 2 个。

结合 ER随机网络和文中对网络的要求,给出以

下 ER随机网络生成过程:
(1)创建一个 n 阶零矩阵 C 作为原网络的容量

矩阵;
(2)创建一个 n 阶零矩阵 W 作为原网络的费用

矩阵;
(3)由 ER随机网络参数 p (概率)值,对于网络中

的任意两点,给定一个随机数 r(0 < r < 1) ,若 r < p ,
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则连接,否则断开;
(4)对步骤(3)中得到的所有边,分别赋予两个

0 ~ 50间的随机整数作为容量函数和费用函数。
在 ER随机网络中,若参数 p < 0. 2,则规定其网

络为稀疏网络,若 p 逸 0. 2,则规定为非稀疏网络[16]。
以下分别在稀疏 ER 随机网络和非稀疏 ER 随机网络

中进行仿真实验对比。
5. 4. 2 实验结果衡量指标

文中主要以最小费用值、可行流流值、运行时间作

为主要性能指标。 f :Busacker-Gowan算法求得的可行

流流值; f ' :新算法求得的可行流流值; w :Busacker-
Gowan算法求得的最小费用值; w ' :新算法求得的最

小费用值; t :Busacker-Gowan算法的运行时间; t ' :新
算法的运行时间。
5. 4. 3 稀疏 ER随机网络实验

选取 p = 0. 08生成的稀疏容量费用网络为原始网

络,分别使用 Busacker-Gowan算法和新算法计算预定

流值的最小费用流,网络节点数为 200 至 1 000。 从表

1中可以看出,两种算法求出最小费用流的费用和流

值都相等。 表 1 和图 3 中运行时间为十次实验运行时

间取平均值,可以看出在稀疏 ER 随机网络中新算法

比经典算法的效率更高,并且随着节点数的增加,效果

更加明显。
5. 4. 4 非稀疏 ER随机网络实验

选取 p = 0. 25生成的非稀疏容量费用网络作为原

始网络,同样比较两种算法,网络节点数依然从 200 至

1 000,取10次实验两种算法运行时间的平均值。两种

算法计算得到的最小费用流的费用及流值如表 2 和图

4 所示。 可以看出,文中算法的时间效率依然高于

Busacker-Gowan 算法,但是在非稀疏网络中优化的效

率没有稀疏网络中明显,所以文中算法更适用于稀疏

网络。

1 000

图 3 稀疏网络两种算法运行时间对比

1 000

图 4 非稀疏网络两种算法运行时间对比

表 1 稀疏 ER随机网络两种算法的运行结果( p = 0. 08 )

网络规模 f f ' w w' t / s t' / s

200 91 91 854 854 2. 255 6 2. 145 2

400 164 164 1 269 1 269 12. 653 2 9. 368 9

600 236 236 2 874 2 874 21. 998 5 16. 143 8

800 283 283 3 619 3 619 44. 861 4 31. 058 2

1 000 452 452 5 182 5 182 90. 025 7 63. 952 6

表 2 非稀疏 ER随机网络两种算法的运行结果( p = 0. 25 )

网络规模 f f ' w w' t / s t' / s

200 113 113 1 430 1 430 3. 067 1 2. 785 3

400 263 263 2 491 2 491 9. 452 1 7. 192 2

600 407 407 3 866 3 866 37. 319 7 31. 862 0

800 524 524 5 283 5 283 47. 185 2 42. 021 9

1 000 831 831 7 854 7 854 123. 251 4 112. 996 4

6 结束语
网络最小费用流的应用是一项十分有意义的研究

工作。 文中对经典算法加以改进,提出了一种新算法,
通过计算所有费用路径,经过排序依次对其增广流值

(下转第 115 页)
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4 结束语
提出一种基于大数据知识服务平台的车辆路径调

度算法。 该算法利用大数据超性能计算工具对传统算

法进行优化,增强了算法收集和处理车辆数据的能力,
提高了算法的时间性能。 模拟实验表明,改进后的两

个算法能够有效处理车辆路径调度问题,同时解决了

传统算法寻找最优解的问题,具有重要的参考价值。
虽然该算法在数据模拟实验中得到了较好的时间性能

指标,但在实际应用中仍受到了一些限制,未来的研究

工作将进一步对该算法进行优化。
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至预定流值,最终计算出最小费用流。 该算法相对经

典算法在时间上具有比较明显的优化,而且随着网络

规模的增大,效果更显著。 该算法在两种网络比较中

更加适用于稀疏网络。 在实际应用中,很多网络都是

稀疏网络,因此文中算法能为这些领域提供较为有力

的支持。
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