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核范数随机矩阵求解新方法及其 RPCA应用

王 臻,杨 敏
(南京邮电大学 自动化学院,江苏 南京 210023)

摘 要:RPCA(稳健主成分分析)从原始观测数据中恢复低秩成分和稀疏成分。 RPCA常用交替方向法迭代求解,算法的

效率取决于核范数优化求解,即 SVD 分解。 而 RPCA 在计算机视觉应用中,图像和视频等巨大的数据量为大规模数据

SVD分解带来了很大困难。 采用随机矩阵算法对 SVD分解进行改进,分别为计数缩略算法、标准随机 k -SVD算法和快速

随机 k -SVD算法。 主要是对原有大规模数据矩阵进行降维随机采样,使用随机投影算法得到原数据矩阵的一个近似,对
这个近似矩阵进行 QR分解,得到对应的酉矩阵。 对酉矩阵进行相关操作,得到与原矩阵 SVD相似的结果。 算法的时间

效率和存储空间得到极大改善。 基于单张图像和视频前景检测等仿真实验,表明所提方法大大提高了 RPCA迭代优化求

解的效率。
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A New Method for Solving Nuclear Norm with Random Matrix and
Its Application in Robust Principal Component Analysis

WANG Zhen,YANG Min
(College of Automation,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210023,China)

Abstract:RPCA (Robust Principal Component Analysis) recovers sparse and low rank components from the original observation data. It
commonly uses ADM (Alternate Direction Method) for iterative solving,the efficiency of which depends on the nuclear norm optimiza-
tion solution,that is SVD. The application of RPCA in computer vision,large amounts of data from images and video make it difficult for
large-scale data SVD. Therefore,a random matrix algorithm is adopted to improve the SVD,respectively the algorithm of count sketch,
the prototype randomized k -SVD and the faster randomized k -SVD. Its main idea is to reduce the size of the original large-scale data
matrix and sample randomly. Using the random projection algorithm to obtain an approximation of the original matrix,and operating QR
decomposition of this approximate matrix,the unitary matrix corresponding to it is obtained,and then the results which is similar to the
SVD can be achieved through correlated operation of unitary matrix. The time and space of the algorithm have been greatly optimized.
Simulation based on single image and video foreground detection shows that the proposed method can greatly improve the efficiency of
RPCA iterative optimization.
Key words:RPCA;ADM;prototype randomized k -SVD;faster randomized k -SVD

0 引 言
PCA在高维数据样本中寻找和挖掘低维特征空

间。 在较小的高斯随机噪声时,可通过奇异值分解准

确求解。 当不满足上述条件时,所得结果会有很大偏

差,于是用 RPCA 来解决此种情况。 RPCA 即低秩矩

阵恢复[1],又称为稀疏与低秩矩阵分解[2]。
RPCA模型(稳健主成分分析) [3]在视频前景提

取、人脸识别图像预处理等计算机视觉领域中应用广

泛。 求解 RPCA 常用交替方向法[4],充分利用 RPCA
模型具有的很好的可分离结构特性,是对带有线性约

束条件凸规划问题的增广拉格朗日乘子法的一种改

进。 算法每次迭代的主要计算量在于 SVD 分解[5]。
像矩阵求逆、特征值分解、奇异值分解等这些矩阵计

算,不但非常耗时,存储所需的空间也很大,因此,这些

缺点限制了它的拓展和应用范围。 为了对一个大规模

的矩阵进行计算,随机矩阵近似技术[6]应运而生。 随
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机矩阵计算已经在现代数据科学领域占有举足轻重的

地位。 特别在过去的十年里,随机数字线性代数取得

了卓越进步,现在大规模的矩阵计算不再是一个不可

完成的任务了。
文中将改进的 SVD分解,即随机矩阵算法应用到

视频图像的前景检测中。 对于交替方向法中每次迭代

时,对核范数的优化求解,即大规模 SVD分解,进行优

化改进,对于大规模的数据矩阵进行随机近似求解,大
大提高了算法效率。 数据表明,改进算法具有更快的

计算速度和存储优势。

1 RPCA模型及交替方向法求解算法
1. 1 RPCA模型

RPCA问题可以抽象描述[7]为:已知观测数据矩

阵 M,且 M = L + S,而 L和 S是未知的,但是已知 L为

低秩,S为稀疏且非零元素可以任意大,要求恢复 L。
基于问题的描述,首先想到的解决方法是寻求观测数

据中主成分 L的最小秩,且干扰误差矩阵 S是稀疏的,
即非零元素个数较少。 于是形成了如下优化问题:

min
L,S
rank(L) + λ ‖S‖0

s. t. L + S =
{

M
(1)

其中, ‖·‖0 表示 S中非零元的个数。
通过对式(1)做松弛变化,可以把问题转化为一

个易于解决的凸优化问题,即用 1 范数代替 0 范数,用
L的核范数代替 L的秩。 式(1)转化为:

min
L,S
‖L‖* + λ ‖S‖1

s. t. L + S =
{

M
(2)

这个凸优化问题,在一定条件下,可以求解并能得

到理想的恢复结果( L,S ),且解是唯一的。
1. 2 交替方向法

交替方向法面向目标函数可分解[8](即为两个不

同变量凸函数的和)、带线性约束和凸集约束的问题,
它是 Lagrange乘子法的一种变形。 先构造问题的增广

Lagrangian函数,然后通过交替极小化增广 Lagrangian
函数来更新两个变量,最后更新 Lagrange乘子,如此迭

代。 其好处是更新变量子问题要比原问题简单,甚至

有闭解。
对于稳健 PCA问题(式(2)),易得其增广拉格朗

日函数为:
Γ(L,S,Y) = ‖L‖* + λ ‖S‖1 + 〈Y,L + S -

M〉 + μ2 ‖L + S - M‖
2
F (3)

其中, Y∈ Rm×n 为线性约束乘子; μ > 0 为标量,
是违背线性约束的惩罚参数; 〈·〉 表示标准内积;
‖·‖F 表示 Frobenius范数。

很明显,可以直接运用经典增广拉格朗日乘子法

求解,其迭代主题是:
(LK+1,SK+1) = arg minL,S ‖L‖* + λ ‖S‖1 +

   〈YK,L + S - M〉 +
μ
2 ‖L + S - M‖

2
F

YK+1 = YK + μ(LK + SK - M

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(4)
每个迭代是一个大型的非光滑优化问题。 经典的

增广拉格朗日乘子法把式(2)看作一个一般的最小化

问题,而忽视了它在目标函数和约束条件中都体现出

的很好的可分离结构特性,即式(4)是同时最小化 L
和 S的。

而对于 S的极小化是非常容易得到的:
 arg min

S
Γ(L,S,Y) = arg min

S
‖L‖* + λ ‖S‖1 +

 〈Y,L + S - M〉 + μ2 ‖L + S - M‖
2
F =

 arg min
S
λ ‖S‖1 +

μ
2 ‖S - (M - L -

1
μ Y)‖

2

F
+

 φ(L,M,Y) = prox
λμ -1‖·‖1

(M - L - μ -1Y) (5)

对于 L的极小化也很容易得到:
arg min

L
Γ(L,S,Y) = prox

λμ -1‖·‖1

(M - S - μ -1Y) (6)

交替更新,可以得到结果:
LK+1 = argminΓ(L,SK,YK) =

  prox
μ -1‖·‖*

(M - SK - μ
-1YK)

SK+1 = argminΓ(LK+1,S,YK) =

  prox
λμ -1‖·‖1

(M - LK+1 - μ
-1YK)

YK+1 = YK + μ(LK+1 + SK+1 - M

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

(7)

其中,prox是在如下空间的欧几里得投影:

λμ -1 ‖·‖1: = {X∈ R
n×n | - λμ ≤ X ij ≤

λ
μ }

(8)
惩罚参数比较适合于动态调整,从相关文献[9-11]

可以了解具有动态变化参数的交替方向法的收敛性以

及一些具体有效的调整参数的方法。
交替方向法求解 RPCA 问题(式(4))时,算法效

率取决于每一次迭代的核范数优化求解,即大规模的

SVD分解。 因此,SVD算法的好坏对于交替方向法处

理大规模矩阵的稀疏和低秩矩阵恢复问题有很重要的

影响。

2 随机矩阵算法
在对矩阵进行操作前,通常会对大规模矩阵进行

降维操作。 矩阵的降维方式一般有随机投影和列选择

两种方式[12]。 假设给定一个矩阵 A ∈ Rm×n ,而 S ∈
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Rn×s 是一个缩略矩阵,比如是一个随机投影或者是列

选择矩阵[13], C = AS∈ Rm×s 是 A的一个缩略。 矩阵 C
的大小是远小于矩阵 A的,但是 C却保存了矩阵 A的

一些重要性质。 文中使用的降维方式主要是使用随机

投影中的计数缩略算法[14]。
算法 1:计数缩略算法。
输入矩阵 A∈ Rm×n 及缩略矩阵的列数 s ;
初始化 C为一个 m × s的全零矩阵;
Fori = 1,2,…,n do;
(1)随机均匀采样矩阵 C的 l个列向量;
(2)随机均匀采样 g个+1 或者-1;
(3)通过将矩阵 C的第 l个列的各元素加上 g ×矩

阵 A的第 i个列向量来更新矩阵 C的第 l个列;
End For
得到缩略矩阵 C∈ Rm×s 。
该算法有以下一些性质:
(1)时间复杂度为 O(nnz(A))
(2)空间复杂度为 O(ms) 。 当矩阵 A不适合存储

时,该算法将矩阵 C保存在内存中,并且只经历一次矩

阵 A的各列向量。
(3)理论保证

①当 s = O
~
( m

2

ε2δ
) ,这个子空间植入特性保留了

γ =1 + ε 误差率和 δ 的可能性;

②当 s = 2kεδ ,这个低秩近似特性保留了 η = 1 + ε

的相对误差率和 δ 的可能性。
(4)计数矩阵缩略算法在矩阵 A 是稀疏矩阵时特

别有效。

3 改进的 SVD算法
3. 1 标准随机 k-SVD算法

本节描述标准随机 k -SVD 算法[15],它计算矩阵

A的 k -SVD 分解并且到达了 1 + ε 的 F 范数相对误

差。 算法描述如下:
算法 2:标准随机 k -SVD算法。
输入:目标秩 k和矩阵 A∈ Rm×n ;
S∈ Rn×s,C = AS∈ Rm×s

利用计数缩略算法构造缩略矩阵 C ∈ Rm×s ,这里

s = O( kε ) ;

对矩阵 C进行 QR分解, [Q} C
m×s

,RC] = qr( C}
m×s

);

[U
}
s×k

-
,Σ}

~

k×k

,V}

~

n×k

] = svd(QTC} A
s×n

,k):QTCA进行奇异值分解

并且只取前 k个向量得到 U
-
V
~
Σ
~
;

U
~
= QCU

-
∈ Rm×k ;

得出 U
~
Σ
~
VT
~

≈ Ak
假如 C = AS∈ Rm×s 是 A的一个比较好的缩略矩

阵, C的列空间应该可以大致地包含 Ak 的列—这就是

低秩近似特性[16]。 假如 S∈Rn×s是一个高斯投影矩阵

或是计数缩略矩阵,并且 s = O( kε ) 时,那么低秩近似

特性约束期望为:
min

rank(Z)≤k
‖CZ - A‖2

F ≤ (1 + ε) ‖A - Ak‖
2
F (9)

算法推导:
由于 C的列空间和 QC 的列空间是一样的,式(9)

的极小化问题就可以被等价转换为:
X* = min

rank(X)≤k
‖ Q} C

m×s

X
}
s×n

- A
}
m×n

‖2
F = (Q

T
CA) k (10)

这里第二个等式是已知事实。 矩阵 Ak 是由 A
~

k: =

QCX
* 得到的非常好的近似,所以只需要找出 A

~

k 的 k -
SVD分解:

Ak
~
: = Q} C

m×s

X}

*

s×n

= QC (Q
T
CA)} k

: = U
-
Σ
-
VT
-

= QCU}

-

: = U
-

Σ
~
VT
~

= U}

~

m×k

Σ}

~

k×k

VT}

~

k×n

(11)

非常容易能够检验出 U
~
和 V

~
是标准正交矩阵,而

Σ
~
是对角矩阵。 需要注意到,随机 k -SVD分解的精度

只依赖于缩略矩阵 C的质量。
该算法有以下几个特性:
(1)该算法只有 2 次经过 A ;

(2)算法只在内存中保存了一个 m × O( kε ) 大小

的缩略矩阵 C ;
(3)时间复杂度为 O(nnz(A)k / ε) 。

3. 2 快速随机 k-SVD算法

标准算法将大多数时间花费在解决式(10)上。
假如式(10)可以更高效地解决,那么标准随机 k -SVD
可以变得更加迅速。 可以注意到,可以通过不精确的

最小二乘回归算法[17]解决式(10)的问题。
现在构造一个 m × p 大小的计数缩略(或者是高

斯投影+计数缩略)矩阵 P来解决这个问题:

X
~
= min
rank(X)≤k

‖ PTQ} C

p×s

X
}
s×n

- PT} A
p×n

‖2
F (12)

让 P = P} cs
m×p cs

P} srht
p cs×p

,其中 pcs = s
2 log6 sε +

s
ε , p =

s
ε

log sε 。 计数缩略矩阵的子空间植入性质表明:

(1 + ε) -1‖QCX
~
- A‖2

F≤‖P
T(QCX

~
- A)‖2

F≤
‖PT(QCX

* - A)‖2
F ≤ (1 + ε)‖QCX

* -
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A‖2
F圯‖QCX

~
- A‖2

F ≤ (1 + ε)
2‖QCX

* -
A‖2

F ≤ (1 + ε)
3‖A - Ak‖

2
F (13)

这里第二个不等式是来源于 X
~
的最优解,最后一

个不等式是来源于缩略矩阵 C = AS的低秩近似特性。
因此,通过求解式(13),可以得到一个达到 1 + O(ε)
的 F范数相对误差。

算法描述如下:
算法 3 :快速随机 k -SVD算法。
输入:目标秩 k和矩阵 A∈ Rm×n ;

令参数 s = O( kε ) , pcs = s
2 log6 sε +

s
ε , p =

s
ε

log sε ;

构造一个 n × s计数缩略矩阵 S ,然后令 C = AS;
构造一个 m × pcs 的计数缩略矩阵 Pcs ,还有一个

pcs × p的矩阵 Psrht;
操作缩略矩阵 D = PTsrhtPcsC

T ∈ Rp×s 和 L = PTsrhtP
T
cs

A∈Rp×n ;
对矩阵 D进行 QR分解: [Q} D

p×s

,R} D
s×s

] = qr(D
}
p×s

) ;

[U
}
s×k

-
, }Σ
k×k

,
-
V}

-

n×k

] = svds(QTD} L
s×n

,k) 进行 K-SVD分解;

对 [U
}
n×k

~
,Σ}

~

k×k

,V医
}

k×k

^
] = svd(CR†DU

-
Σ} -

s×k

) 进行 SVD分解;

V
~
= V}

-

n×k

V}

夷

k×k

;

最后得到 U
~
Σ
~
VT
~

≈ Ak
算法推导:
快速随机 k -SVD算法解决了式(12)。 为了获得

秩为 k的矩阵 X
~
∈ Rc×n,通过 Ak≈ CX

~
来近似 Ak,定义

D = PTC,L = PTA,令QDRD = D进行 QR分解。 然后式

(12)式变形为:

X
~
= min
rank(X)≤k

‖ D
}
p×s

X
}
s×n

- L
}
p×n

‖2
F = D

†QD (Q
T
DL) k =

R†} D
s×s

(QTDL)} k

s×n

(14)

基于此,通过式(15)进行分解。

Ak ≈ CX
~
= CR†D (Q

T
DL) k = CR

†
DU
-
Σ
-
VT
-

=

U
~
Σ
~
VT
夷

VT
-

= U
~
Σ
~
V
~

(15)
这里需要注意:
(1)该算法只经过 2 次矩阵 A ;
(2 )算法的时间复杂度为 O(nnz(A) + (m +

n)poly(k / ε)) ;
(3)参数应该满足 k < s < pcs < p < m,n ;
(4)算法中的缩略算法也可以使用其他的矩阵缩

略方式;

(5)矩阵 A ,矩阵 sketch,矩阵 L 这些都是整个系

统中存储花销最大的,但是幸运的是,它们只需要 1 次

或 2 次扫描。 假如矩阵 A,缩略矩阵,矩阵 L不适合随

机存储,那么它们应该被存储到硬盘中,再逐个部分被

加载到内存中进行计算。

4 仿真实验
4. 1 单张图像分解仿真

测试图像为 MATLAB 自带图片,其大小为 512*
512。 如图 1 所示,前 10 个奇异值中,奇异值的衰减速

度相当快,并且逐渐趋向于 0,图像表现为低秩矩阵。
现分别使用 SVD 算法、标准随机 k -SVD 算法以及快

速随机 k -SVD算法进行低秩矩阵重建仿真,比较算法

之间的运行效率、恢复精度,以及与目标秩之间的

关系。

图 1 奇异值衰减图解

重建结果与原图的比较如图 2 所示。

图 2 三种 SVD分解效果图

这是分别使用三种 SVD算法,利用主成分累加和

逼近原图,得到原图的低秩逼近效果图。 可以看出,三
种算法都很好地实现了对于原矩阵的处理。

图 3 为标准随机 k -SVD算法和快速随机 k -SVD
算法的计算精度随目标秩变化的曲线。

图 3 两种改进算法的精度比较

由图 3 可以看出,标准随机 k -SVD算法的分解精

度要比快速随机 k -SVD算法高。 随着目标秩的升高,
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两种随机算法的精度都逐渐提高并趋向平稳。
图 4 为三种 SVD 算法的计算时间随目标秩的变

化曲线。

图 4 三种算法的计算时间比较

  由图 4 可以看出,两种改进算法的计算时间都随

目标秩的增加而增加。 由于快速随机 k -SVD 每次计

算都需要构造好几个缩略矩阵,所以在目标秩一定的

情况下,标准随机 k -SVD比快速随机 k -SVD用时短。
而 MATLAB 自带的 SVD 每次计算的时间几乎是不变

的,比两种改进算法都要耗时。
4. 2 视频前景提取仿真

待操作数据矩阵大小为 20 800*200,取视频中的

4 帧。 取目标秩 k 为 50,并且同时构造出原矩阵的缩

略矩阵 C,其中 s取 60。 仿真结果如图 5 所示。
 

图 5 视频前景提取效果

  对于快速随机 k -SVD算法,同样先构造缩略矩阵

C , p和 pcs 分别取 100 和 80,取值条件需满足 k < s <
pcs < p < m,n 。

如图 5 所示,第一行是视频中的 4 帧数据。 第二

行是文中改进算法对每帧数据分解得出的低秩部分,
即背景。 最后一行是分解得出的稀疏部分,即视频的

运动前景。 可以看出,改进算法都较好地实现了视频

前景与背景的分离。
三种 SVD算法的比较如表 1 所示。

表 1 三种 SVD算法的比较

算法 算法运行时间 / s 算法迭代次数 /次

SVD 72. 16 60

标准随机 k -SVD 32. 02 71

快速随机 k -SVD 27. 43 48

  从表 1 的运行结果可以看出,两种改进的随机 k -
SVD分解与普通的 SVD 分解一样也实现了前景和背

景的分离。 标准随机 k -SVD 算法虽然迭代次数比普

通的 SVD算法要多一些,但是运行时间却大幅缩短,
并且由于采用缩略矩阵算法,程序对于内存的占用也

相对较少,很好地实现了算法的改进。 快速随机 k -
SVD算法虽然每次迭代的时间比标准随机 k -SVD 算

法要长一些,因为快速随机 k -SVD算法中进行了多次

的矩阵缩略降维,但是其迭代次数比普通的 SVD 算法

和标准随机 k -SVD算法都要少,运行时间也更短。 虽

然该算法中使用了多个缩略矩阵,比较占内存,但幸运

的是,它们只需 1 次或 2 次的扫描就可以实现算法的

功能。 实验结果证明,该算法也有良好的收敛性,提高

了核范数求解的效率。

5 结束语
针对 RPCA模型中用来实现图像前景和背景分离

的交替方向法,对矩阵算法进行了研究和改进。 通过
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分析,当用交替方向法求解 RPCA问题时,每次计算量

消耗最大的就在于核范数的优化求解,即大规模 SVD
的计算。 于是介绍了随机矩阵算法,并提出了两种新

的随机 SVD算法。 两种算法都大大提高了代码的运

行效率,并且经过仿真实验表明,两种算法达到的实际

分离效果和普通的 SVD分解也相差无几。 总之,两种

改进的随机奇异值分解算法都加快了算法的收敛速

度,很好地提高了算法效率,并且都不需要占用大量的

内存空间。
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