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基于拟牛顿法的梯度追踪算法研究

刘摇 艳,李摇 雷
(南京邮电大学 非结构化数据计算理论与应用研究中心,江苏 南京 210046)

摘摇 要:为了解决传统迭代算法中需要计算正交投影的问题,将拟牛顿法与梯度追踪算法(Gradient Pursuit)相结合,提出

了基于拟牛顿法的梯度追踪算法(Quasi-Newton Method based Gradient Pursuit,QNMGP)。 拟牛顿法是解决无约束最优化

问题的有效方法,其避免了牛顿法需要求解 Hesse 矩阵的问题,降低了计算量,提高了收敛速度,新提出的算法通过限域拟

牛顿法来求解更新方向,并将其运用到梯度追踪算法中。 为验证新提出算法的可行性与有效性,基于 MATLAB 仿真平台,
从重构时间、均方误差和峰值信噪比三个方面对 QNMGP 算法与其他贪婪算法进行了仿真对比实验验证。 仿真实验结果

表明,在同等的测试环境下,新提出的 QNMGP 算法重构效果远优于其他算法,且在重构时间上也具有一定的优势。
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Investigation on Gradient Tracking Algorithm with Quasi Newton Method

LIU Yan,LI Lei
(Unstructured Data Calculation Theory and Application Research Center,Nanjing University of

Posts and Telecommunications,Nanjing 210046,China)

Abstract:It爷s necessary to compute the orthogonal projection in the traditional iteration algorithms. In order to solve this problem,the
Quasi-Newton Method-based Gradient Pursuit (QNMGP) has been proposed,in which Quasi-Newton method is an effective one to
solve unconstrained optimization problems without need of the Hesse matrix at the same time. The amount of calculation has been reduced
and the convergence speed has been raised. The proposed algorithm can change the direction for solution of Quasi-Newton method in lim鄄
itation domain and then be applied in the gradient tracking algorithm. Based on MATLAB simulation platform,experiment tests for verifi鄄
cation,in which the proposed QNMGP is compared with other greedy algorithms on three performances like reconstruction time,mean
square error and peak signal to noise ratio. The simulation results show that the proposed QNMGP algorithm is more effective than other
algorithms in the same test environment and has advantage in reconstruction time.
Key words:Quasi-Newton method;gradient tracking;optimization problem;reconstruction algorithm

1摇 概摇 述
压缩感知[1-3](Compressive Sensing,CS)理论是近

年来出现的一种新型压缩采样方法。 该理论指出,如
果信号可压缩或者在某个变换域上是稀疏的,就能用

一个与变换基不相关的观测矩阵将高维信号投影到一

个低维空间上,接着通过求解一个优化问题就能够从

这些少量的投影中高概率地重构出原信号。
假设 b 沂 Rn 为一个已知的向量, A 为 m 伊 n 维的

观测矩阵且满足 m < n,A 的列向量 Ai 记作原子。 找

出满足式(1)的 N 维信号 x 沂 Rn ,若测量误差 着 = 0,

则该问题是精确的信号表示;若 着 屹 0,那么该问题则

是一个信号估计问题。
b = Ax + 着 摇 摇 摇 摇 摇 (1)
CS 主要分为三个阶段[4]:信号的稀疏表示、观测

矩阵的设计、信号的重构。 信号的重构是压缩感知三

个阶段中最为核心的一步,设计出计算复杂度小,能够

快速收敛同时重建效果好的重构算法对于压缩感知理

论有着重要的意义。 目前关于压缩感知的重构算法已

有很多,求解模型[5] min 椰x椰0

s. t. Ax ={ b
是重构出 x 最简单的
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方法,但实践证明,该 l0 问题是一个 NP-hard 难题[6],
因此需要通过其他方法解决该问题。 目前常用的算法

有 SL0(Smooth l0 Norm) [6-8] 算法、基追踪算法(Basis
Pursuit,BP) [9-11](将 l0 范数最小化问题转化为 l1 范数

问题,即求解满足
min 椰x椰1

s. t. Ax ={ b
,椰x椰1 = 移

n

i = 1
x i ,在

满足一定条件时与 l0 优化问题是等价的)、匹配追踪

算法[12-13](Matching Pursuit,MP)以及正交匹配追踪算

法(Orthogonal Matching Pursuit,OMP) [14-15]。
由于贪婪迭代算法的迭代过程比较简单,因此目

前应用比较广泛,其主要是解决式(2)这类子空间优

化问题,但是此类算法都需要通过计算量很大的正交

投影来估计信号,在一定程度上增加了重构计算量,降
低了收敛速度。

min
x

椰Ax = b椰2
2 s. t. x i = 0 坌i 埸 T (2)

针对此类问题,Thomas Blumensath 和 Mike E.
Davies 提出了梯度追踪(gradient pursuit)算法。 该算

法通过计算梯度来代替贪婪迭代算法中的正交投影,
这在一定程度上可以减少计算量,提高收敛速度。

为此,将最优化方法中的拟牛顿法[16-17] 与梯度追

踪算法相结合,提出了基于拟牛顿法的梯度追踪的重

构算法,并在重构时间、均方误差和峰值信噪比三个方

面通过与其他算法的仿真对比证明了新提出算法的优

越性。

2摇 梯度追踪算法
梯度追踪算法不是通过求解式(2)来估计 xn

Tn ,而
是提出用式(3)来估计 xn

Tn
。

xn
Tn
= xn-1

Tn
+ 茁 nd

n
Tn
摇 (3)

其中, Tn 为包含 n 次迭代的选定元素的索引集

合; xTn
为 在 Tn 中 所 对 应 的 x 的 子 向 量; 茁 n =

掖 rn,A
n
Tn
业

椰ATn
dn
Tn
椰2

2

为步长; dn
Tn
为更新方向。

通过最速下降法、共轭梯度法以及牛顿法等不同

的最优化方法求解 dn
Tn
可以得到不同的梯度追踪算法,

每种算法都有各自的优缺点,在下面的实验中将进行

详细的分析比较。

3摇 拟牛顿法相关知识
牛顿法是通过求解式(4)来确定搜索方向的,但

在求解过程中需要计算 Ñ
2 f(xk) ,因此,牛顿法存在计

算量大,同时会出现矩阵奇异的缺陷。
塄2 f(xk)d = - 塄f(xk) 摇 摇 (4)
为了避免这些问题,Davidon 提出了拟牛顿法[18]。

该方法是假设通过某种方式已得到的目标函数在 xk

点处的 Hesse 矩阵逆的近似 Hk ,并通过式(5)进行线

搜索产生下一迭代点,即用式(5)来替代式(4)。
- Hk塄f(xk) = dk 摇 摇 摇 摇 (5)
将目标函数 f(x) 在 xk+1 点进行泰勒展开,并取二

阶近似,即:
f(x) 抑 f(xk+1) + 塄f(x - xk+1) +

1
2 (x - xk+1)

T塄2 f(xk+1)(x - xk+1) (6)

两边关于 x 求梯度并令 x = xk 得到:
塄f(xk+1) - 塄f(xk) 抑 塄2 f(xk+1)(xk - xk+1) (7)
令

sk = xk+1 - xk,yk = 塄f(xk+1) - 塄f(xk) 摇 (8)
同时设 Hesse 矩阵可逆,则式(7)可以转化为:
yk 抑 塄2 f(xk+1

[ ]) -1 sk 摇 (9)

用 n 阶方阵 Hk+1 表示 Ñ
2 f(xk+1) 逆的近似,将式

(10)的“ 抑 冶改成“ = 冶得:
yk = Hk+1 sk 摇 (10)
式(10)称作拟牛顿方程。 显然,方程中变量的个

数远大于方程的个数,因此不能唯一地求解出 Hk+1 ,
所以需要通过对 Hk 进行修正来求解出 Hk+1 ,令

Hk+1 = Hk + 驻Hk 摇 摇 摇 (11)
当 Hk+1 是正定矩阵时, dk = - Hk塄f(xk) 是搜索

方向。
为了确定第 k 次的搜索方向,需要求解 N 维的对

称正定矩阵 Hk ,存储区间至少需要
N(N + 1)

2 ,对于

大规模的数量计算是一个缺陷。 因此,由 Nocsdal 提
出的限域牛顿法[19-21] 很好地弥补了这一缺点。 它的

基本思想是通过存储有限的次数 m 来求解 驻Hk ,如果

k + 1 > m ,就舍弃 m 次以前的 驻Hk-m+1 。

令 籽 k =
1

yT
k s

k,Vk = (I - 籽 kyks
T
k ) ,得到:

Hk+1 = VT
kHkVk + 籽 ksks

T
k (12)

当 k + 1 臆 m 时,有:
Hk+1 = VT

kV
T
k-1…VT

0H
0VT

0…Vk-1Vk +
VT

k…VT
1 籽0s0s

T
0V1…Vk + … +

VT
kV

T
k-1籽 k-2sk-2s

T
k-2Vk-1Vk +

VT
k 籽 k-1sk-1s

T
k-1Vk + 籽 ksks

T
k (13)

当 k + 1 > m 时,有:
Hk+1 = VT

kV
T
k-1…VT

k-m+1H
0VT

k-m+1…Vk-1Vk +
VT

k…VT
k-m+2籽 k-m+1sk-m+1s

T
k-m+1Vk-m+2…Vk +

… + VT
k 籽 k-1sk-1s

T
k-1Vk + 籽 ksks

T
k (14)

限域拟牛顿法步骤如下:
(1)给定初始点 x0,k = 0,设置正整数 m 。
(2)设初始矩阵为 H0 = I ,求出目标函数 f(x) 在

xk 处的梯度 Ñf(xk) 。
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(3)求解方程组 - Hk塄f(xk) = dk ,得到 dk 。
(4)求解 f(xk + 茁 kdk) = min

茁逸0
f(xk + 茁 kdk) ,令 xk+1 =

xk + 茁 kdk 。
( 5 ) 若 椰塄f(xk)椰 臆 着 , 停 止 迭 代; 若

椰塄f(xk)椰 > 着 ,则进行步骤(6)。

(6)令 m
^
= min{k + 1,m} 。

(7)令 sk = xk+1 - xk,yk = 塄f(xk+1) - 塄f(xk) ,利

用式(13)、式(14)更新 m
^
次 H0 求解 Hk+1。

(8)k = k + 1,返回步骤(3)。

4摇 QNMGP 算法
拟牛顿法是基于拟牛顿条件利用目标函数的梯度

构造目标函数 Hesse 矩阵的近似,此类算法不仅具有

下降性,同时还拥有二次终止性、收敛速度快等优点。
将拟牛顿法的思想与梯度追踪算法相结合,形成基于

拟牛顿法的梯度追踪算法(Quasi-Newton Method based
Gradient Pursuit,QNMGP)。

QNMGP 的核心问题是在 n 次的迭代中构造矩阵

Hn
Tn
,因此 QNMGP 算法选择原子的策略将和 OMP 算

法一致,即在第 n 次迭代时,计算 gn = 掖 rn-1,A业 ,选取

in 满足 in = argmax
i

gn
i ,并将其添加到索引集 Tn 中。

因此,QNMGP 通过求解式(15) 确定更新方向 dn
Tn
。

Hn-1
Tn

dn
Tn
= gn (15)

令

snTn
= xn

Tn
- xn-1

Tn
= 茁 ndn

Tn
(16)

yn
Tn
= gn-1

Tn
- gn

Tn
=

(ATn
) T(b - ATn

xn-1
Tn

) - (ATn
) T(b - ATn

xn
Tn
) =

(ATn
) TATn

(xn
Tn
- xn-1

Tn
) = (ATn

) TATn
snTn

(17)
在 QNMGP 算法中设置 m = N, 那么更新方向

Hn
Tn
为:

Hn
Tn

= Hn-1
Tn

+ 1 +
(yn

Tn
) THn-1

Tn
yn
Tn

(yn
Tn
) TsnT

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

·
snTn
( snTn

) T

( snTn
) Tyn

Tn

-

Hn-1
Tn

yn
Tn
( snTn

) T + snTn
(yn

Tn
) THn-1

Tn

( snTn
) Tyn

Tn

(18)

QNMGP 算法步骤如下:
1)设置初始误差 r0 = y,xn = 0,Tn 是空集, H0 = 1。
2)令 n = 1,n = n + 1。
(1) gn = 掖 rn-1,A业 ;
(2) in = argmax

i
gn
i ;

(3) Tn = Tn-1 胰 in ;
(4)通过式(15)计算 dn

Tn
;

(5) 茁 n =
掖 rn,A

n
Tn
dn

Tn
业

椰ATn
dn
Tn
椰2

2

;

(6) snTn
= xn

Tn
- xn-1

Tn
= 茁 ndn

Tn
;

(7) yn
Tn
= gn-1

Tn
- gn

Tn
;

(8)通过式(18)计算 Hn
Tn
;

(9) xn
Tn
= xn-1

Tn
+ 茁 nd

n
Tn
;

(10) cn = ATn
dn

Tn
;

(11) rn = rn-1 - 茁 nc
n 。

3)输出 rn,xn ,当满足 椰rn - rn-1椰 臆10 -6 停止。
拟牛顿法在计算复杂度方面要小于牛顿法,加快

了重构时间,同时该算法具有二次有限终止性以及最

速下降法的下降性等一系列优良性质;因此,拟牛顿法

与梯度追踪法的结合从理论上优于其他的追踪算法。

5摇 实验与仿真
为了说明提出算法的优越性,用 Matlab 进行仿

真。 选取图片“ house冶作为实验素材,压缩比 M / N =
0郾 5,分别用 NP,OMP,GP,CGP 与 QNMGP 进行比较,
实验效果如图 1 所示。

图 1摇 不同算法重构效果图

由图 1 可知,QNMGP 算法重构出的图像相较于

NP,OMP,GP,CGP 四种算法重构出的图像更加清晰。
为了更加准确地说明 QNMGP 具有较好的重构性能,
表 1 显示了五种重构算法在重构时间、均方误差以及

峰值信噪比方面的比较。
表 1摇 各算法重构性能比较

算法 时间 / s 均方误差 峰值信噪比

NP 2. 389 0 4. 003 2e+006 30. 271 6

OMP 2. 762 2 3. 671 6e+006 30. 900 9

GP 1. 807 5 3. 693 1e+006 30. 621 7

CGP 2. 456 9 3. 936 3e+006 30. 529 3

QNMGP 2. 350 8 2. 955 1e+006 31. 589 9

摇 摇 由表 1 可知,在重构时间方面,QNMGP 低于 CGP
和 NP,因此说明 QNMGP 在重构时间方面具有一定的

优势。 在均方误差方面,QNMGP 远远低于其他四种算

法,NP 的最大,由均方误差越小重构性能越好可知,
QNMGP 重构效果是最好的。 从峰值信噪比看,QN鄄
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MGP 为 31. 589 9,其余四种重构算法均比 QNMGP 低,
由峰值信噪比越高重构效果越好可知,QNMGP 重构效

果最好。
表 2 显示了在压缩比为 0. 1 至 0. 7 时各算法的峰

值信噪比。
表 2摇 不同压缩比下各算法重构的峰值信噪比

M / N NP OMP GP CGP QNMGP

0. 1 5. 224 2 5. 224 2 5. 399 5 4. 903 2 5. 222 7

0. 2 10. 465 6 10. 465 6 11. 040 9 10. 427 7 10. 748 9

0. 3 21. 743 7 21. 743 7 21. 134 0 18. 292 6 22. 436 0

0. 4 28. 630 1 28. 630 1 28. 382 6 26. 057 9 28. 843 4

0. 5 30. 271 6 30. 900 9 30. 621 7 30. 529 3 31. 589 9

0. 6 31. 071 3 31. 071 3 30. 927 9 30. 973 2 31. 446 3

0. 7 31. 196 5 31. 196 5 31. 064 0 31. 225 2 31. 632 6

摇 摇 从表中可以发现,在同一压缩比时,QNMGP 的峰

值信噪比均高于其他四种算法,因此其重构误差也均

低于其他四种算法,因此可以说明新提出的 QNMGP
重构效果最好。

6摇 结束语
为了解决传统迭代算法中需要计算正交投影的问

题,将拟牛顿法和梯度追踪法相结合,基于 Matlab 仿

真平台对 QNMGP 与 NP,OMP,GP,CGP 四种算法分别

从重构时间、均方误差和峰值信噪比三个方面进行了

仿真对比实验。 结果表明,QNMGP 的重构效果远高于

其他几种算法,在重构时间上也具有一定的优势。 此

外,还对不同压缩比下图像重构的峰值信噪比进行了

对比分析,实验及其结果表明,在同一压缩比下,QN鄄
MGP 均高于其他算法,表明 QNMGP 在重构方面具有

较好的性能。
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