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分数阶复 Lorenz混沌系统的控制与同步
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摘 要:基于分数阶非线性系统稳定性理论,设计了线性反馈控制器,实现分数阶复动力学系统的控制;基于矩阵配置控

制器的设计方法,实现分数阶复动力学系统的同步。 以分数阶复 Lorenz系统为例,分别分离原系统各个变量的实部和虚

部,研究了分数阶复 Lorenz混沌系统的控制问题和同步问题。 对分数阶复 Lorenz系统的混沌特性进行了分析,然后基于

分数阶非线性系统稳定性理论进行了阐述。 通过设计反馈控制器,实现了分数阶复 Lorenz系统的混沌控制,然后基于分

数阶非线性系统稳定性理论,利用矩阵配置方法设计线性反馈控制器,实现分数阶复 Lorenz混沌系统的同步。 数值仿真

实验结果表明,所设计的两种控制器是有效的。
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Control and Synchronization of Fractional Complex Lorenz
Chaotic System
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Abstract:Based on the stability theorem of the fractional nonlinear system,the stability control of fractional chaotic system is realized by
a linear feedback controller designed,and based on the method of the matrix configuration,the synchronization of fractional chaotic sys-
tem is implemented. Taking fractional complex Lorenz system as an example,the real part and imaginary part of each variable in original
system is separated to study the problem of synchronization and chaos control. Firstly,chaotic characteristics of fractional complex Lorenz
system are analyzed,and the stability theorem based on the fractional-order nonlinear system is discussed. The stability control of frac-
tional chaotic system is realized by a linear feedback controller designed. Then,based on the stability theorem of the fractional-order non-
linear system,the chaotic system synchronization is implemented by using matrix configuration method. The numerical simulation con-
firms the efficiency of the proposed control method and synchronization method.
Key words:fractional order;chaos system;chaotic control;synchronization

0 引 言
分数阶微积分的提出已有 300 年历史,但人们对

其几何解释和应用的进一步了解仍然少之甚少,也就

是在最近二十几年里,分数阶微积分才在许多的科学

与技术方面得到广泛应用。 目前,分数阶微积分已经

广泛应用于非线性动力学系统控制、金融学、化学和数

理科学等诸多领域[1-4]。

迄今,随着分数阶非线性动力学系统在控制科学

与工程领域的不断发展,人们发现分数阶非线性系统

在许多情况下都存在复杂的混沌现象,为此也开始了

对分数阶非线性系统的混沌控制和混沌同步研

究[5-10]。 但由于研究者对分数阶混沌系统的研究起步

较晚,所以许多理论和技术仍有待进一步研究和完善。
现今,对于混沌系统,大多是研究其在实动力系统
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中的各种性能指标,而对复动力系统中混沌的特性以

及各项性能指标的研究相对较少。 复 Lorenz 方程是

在 1982 年由 Fowler和 Gibbon[11]提出的,不仅在物理

领域,在其他领域也起到了很重要的作用,尤其是在混

沌保密通信系统中。 由于复系统是实系统的延伸,比
实系统多出了虚数部分,它所传输的信息和内容也相

应地增加。
近年来,分数阶复系统的混沌特性、混沌控制与同

步研究得到了广泛的关注,例如,分数阶复 Chen 系

统[12]、分数阶复 Lorenz 系统[13]、自适应同步[14]、完全

同步[15]、投影同步[16]、脉冲同步[17-18]、广义同步[19]

等等。
文中对分数阶复动力系统的混沌特性、混沌控制

及其同步进行了研究。

1 分数阶时滞复 Lorenz系统
分数阶复 Lorenz系统的数学模型如下:
D琢

t u1 = a1(u2 - u1)

D琢
t u2 = a2u1 - u1u3 - u2

D琢
t u3 = - a3u3 + (1 / 2)(u1u2 - u1 u2

ì

î

í

ê
ê

ê
ê )

(1)

其中, u1 = x1 + jx2, u2 = x3 + jx4 是系统的复状态

变量; u3 = x5 是系统实状态变量;上划线 u1(u2) 表示

u1(u2) 的共轭; (a1,a2,a3)
T 是实参数向量。

分离系统(1)各个变量的实部和虚部,则有:
D琢

t x1( t) = a1(x3( t) - x1( t))

D琢
t x2( t) = a1(x4( t) - x2( t))

D琢
t x3( t) = a2x1( t) - x1( t)x5( t) - x3( t)

D琢
t x4( t) = a2x2( t) - x2( t)x5( t) - x4( t)

D琢
t x5( t) = - a3x5( t) + x1( t)x3( t) + x2( t)x4( t

ì

î

í

ê
ê
êê

ê
ê
êê )

(2)
其中,分数阶微分阶次 0 < 琢臆1。
分离后的系统变为分数阶非线性系统,当 琢 =

0. 995, a1 = 10, a2 = 110, a3 = 2,初始值取 x1(0) = 7,
x2(0) = 8, x3(0) = 5, x4(0) = 6, x5(0) = 12时,系统是

混沌的。 于是,此时的系统也就相当于分数阶非线性

混沌系统。
利用 Matlab数值仿真,得到分数阶复 Lorenz 系统

混沌吸引子,如图 1 所示。

2 分数阶复 Lorenz混沌系统的控制
本节基于分数阶非线性系统的稳定控制理论,研

究如何实现分数阶复 Lorenz系统的混沌控制。
针对分数阶非线性系统稳定性问题,提出了如下

的稳定性理论。

图 1 分数阶复 Lorenz系统混沌吸引子

定理 1[20]:对于分数阶复 Lorenz混沌系统,当系统

阶数 琢 < 1时,对任意状态变量 x( t) 沂 Rn ,存在正定

矩阵 P ,使式(3)恒成立,则该系统稳定。
h(x( t)) = x ( t) TPD琢

t x( t) 臆 0 (3)
为实现式(2)的混沌控制,设计如下的线性反馈

控制器:
D琢

t x1( t) = a1(x3( t) - x1( t)) - k1x1( t)

D琢
t x2( t) = a1(x4( t) - x2( t)) - k2x2( t)

D琢
t x3( t) = a2x1( t) - x1( t)x5( t) - x3( t) - k3x3( t)

D琢
t x4( t) = a2x2( t) - x2( t)x5( t) - x4( t) - k4x4( t)

D琢
t x5( t) = - a3x5( t) + x1( t)x3( t) + x2( t)x4( t) -

    k5x5( t

ì

î

í

ê
ê
ê
êê

ê
ê
ê
ê )

(4)
根据定理 1,假设正定矩阵 P 为单位对角矩阵,构

造如下函数:
h(x( t)) = x1( t)D

琢
t x1( t) + x2( t)D

琢
t x2( t) +

x3( t)D
琢
t x3( t) + x4( t)D

琢
t x4( t) +

x5( t)D
琢
t x5( t) = - (a1 + k1)x

2
1( t) -

(a1 + k2)x
2
2( t) - (1 + k3)x

2
3( t) -

(1 + k4)x
2
4( t) - k5x

2
5( t) + (a1 +

a2)(x1( t)x3( t)) + (a1 +
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a2)(x2( t)x4( t)) 臆 (
- a1 + a2
2 -

k1)x
2
1( t) + (

- a1 + a2
2 - k2)x

2
2( t) -

(1 + k3)x
2
3( t) - (1 + k4)x

2
4( t) -

k5x
2
5( t) = - (k1 +

a1 - a2
2 )x21( t) - (k2 +

a1 - a2
2 )x22( t) - (1 + k3)x

2
3( t) - (1 +

k4)x
2
4( t) - k5x

2
5( t)= - (k1 - 45)x

2
1( t) -

(k2 - 45)x
2
2( t) - (1 + k3)x

2
3( t) - (1 +

k4)x
2
4( t) - k5x

2
5( t) (5)

当 k1逸45, k2逸45, k3逸- 1, k4逸- 1, k5逸0时
数 h(x) 臆 0,系统(5)稳定。 取 k1 = 100, k2 = 100, k3
= 20, k4 = 30, k5 = 1进行数值仿真,仿真结果如图 2 所

示。 仿真结果表明,系统(5)渐近稳定,这验证了根据

定理设计的控制器有效。

图 2 系统中变量 x1,x2,x3,x4,x5 随 N 的演化图

3 分数阶复 Lorenz混沌系统的同步
本节基于分数阶非线性系统稳定控制法,研究如

何通过矩阵配置法设计的控制器实现分数阶复 Lorenz
系统在响应系统的混沌同步。

以系统(2)为驱动系统,定义响应系统为:

D琢
t y1( t) = a1(y3( t) - y1( t)) + m1( t)

D琢
t y2( t) = a1(y4( t) - y2( t)) + m2( t)

D琢
t y3( t) = a2y1( t) - y1( t)y5( t) - y3( t) + m3( t)

D琢
t y4( t) = a2y2( t) - y2( t)y5( t) - y4( t) + m4( t)

D琢
t y5( t) = - a3y5( t) + y1( t)y3( t) + y2( t)y4( t) +

    m5( t

ì

î

í

ê
ê
ê
êê

ê
ê
ê
ê )

(6)
其中, m( t) = [m1( t),m2( t),m3( t),m4( t),

m5( t)]
T 是待设计的控制器。

定义系统的同步误差为: e1( t) = x1( t) - y1( t) ,
e2( t) = x2( t) - y2( t) , e3( t) = x3( t) - y3( t) , e4( t) =
x4( t) - y4( t) , e5( t) = x5( t) - y5( t) 。

由驱动系统(2)和响应系统(6)可以得到同步误

差系统:
D琢

t e1( t) = a1(e3( t) - e1( t)) - m1( t)

D琢
t e2( t) = a1(e4( t) - e2( t)) - m2( t)

D琢
t e3( t) = (a2 - y5( t))e1( t) - x1( t)e5( t) -

  e3( t) - m3( t)

D琢
t e4( t) = (a2 - y5( t))e2( t) - x2( t)e5( t) -

  e4( t) - m4( t)

D琢
t e5( t) = y3( t)e1( t) + y4( t)e2( t) +

  x1( t)e3( t) + x2( t)e4( t) - a3e5( t) - m5( t

ì

î

í

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ê
ê
ê
ê
ê
ê )

(7)
将该误差系统进行改写:
D琢

t e1( t)

D琢
t e2( t)

D琢
t e3( t)

D琢
t e4( t)

D琢
t e5( t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

=

- a1  0 a1 0 0

0 - a1  0 a1 0

a2 - y5( t) 0 - 1 0 - x1( t)

0 a2 - y5( t) 0 - 1 - x2( t)

y3( t) y4( t) x1( t) x2( t) - a

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

3

·

    

e1( t)

e2( t)

e3( t)

e4( t)

e5( t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

+

- m1( t)

- m2( t)

- m3( t)

- m4( t)

- m5( t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

(8)

同步的核心是如何设置控制器 m( t) 。
针对分数阶非线性系统稳定性问题,提出了如下

的稳定性理论:
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定理 2[20-21]:若矩阵 A(x( t)) 的状态变量满足以

下条件:
(1) a ij = - a ij( i屹 j) ;
(2) a ii 臆0, i = 1,2,…,n (其中 a ii 不全为零)。
那么分数阶非线性系统(2)稳定。 根据稳定性理

论,该误差系统稳定。
证明:
构造函数:

h(x( t)) = x ( t) TD琢
t x( t) =移

n

i = 1
a iix

2
i 臆0 (9)

根据定理 1,满足上述条件的系统稳定。
如果设计的控制器和未知参数能使误差系统

满足:
D琢

t e1( t)

D琢
t e2( t)

D琢
t e3( t)

D琢
t e4( t)

D琢
t e5( t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

=

- a1  0 y5( t) - a2 0 - y3( t)

0 - a1  0 y5( t) - a2 - y4( t)

a2 - y5( t) 0 - 1 0 - x1( t)

0 a2 - y5( t) 0 - 1 - x2( t)

y3( t) y4( t) x1( t) x2( t) -

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú1

    

e1( t)

e2( t)

e3( t)

e4( t)

e5( t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

(10)

设正定矩阵 P 为单位对角矩阵,则有:

e ( t) TPD琢
t e( t) =移

n

i = 1
a iix

2
i = - a1e

2
1 - a1e

2
2 - e23 - e24 -

e25 臆0 (11)
根据定理 2,该误差系统稳定。 由此,得到所需设

计的控制器:
m1( t) = (a1 + a2 - y5( t))e1( t) + y3( t)e3( t)

m2( t) = (a1 + a2 - y5( t))e4( t) + y4( t)e4( t)

(12)
将所设计的控制器和未知参数辨识规则进行数值

仿真,如图 3 所示。
仿真结果验证了所设计控制器和未知参数辨识规

则的有效性。

4 结束语
基于分数阶系统稳定性理论,文中通过分离原系

图 3 同步误差 e1 , e2 , e3 ,
e4, e5 随 N 的演化图

统各个变量的实部和虚部,将原系统转化为分数阶多

时滞实 Lorenz 系统来实现分数阶复 Lorenz 混沌系统

的控制;基于矩阵配置控制器的设计方法,同样通过分

离原系统各个变量的实部和虚部来实现分数阶混沌系

统的同步。 数值仿真验证了文中研究的有效性。 将原

系统加入时滞后,基于矩阵配置法无法实现系统同步,
这将是下一步的研究方向。
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号的最大能量值、最小能量值和能量均值,既体现了信

道的个体特征,同时也在一定程度上反映了接收信号

所包含的信噪比信息,所以用 MMMR值来设置归一化

门限值是可行、有效的。 实验结果证明,MMMR-TC算

法同时适用于 CM1 和 CM2 信道模型,具有很强的通

用性。 另外,文中算法属于两步 TOA 估计方式,既保

证了低计算量也保证了高精度。 与几种经典的 TOA
估计算法相比,MAE几乎在所仿真的信噪比范围内均

有提高,为实现高精度室内定位奠定了良好的基础。
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