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加性乘性噪声改善多元信号检测
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摘 要:基于最大后验概率准则,以错误检测概率为测度,研究了加性噪声和乘性噪声共同作用下信号检测的问题。 在乘

性噪声强度不变的情况下,当信号是阈上时,错误检测概率随着加性高斯噪声强度的增加而单调增加,噪声总是干扰信号

检测;当信号是阈下时,错误检测概率随着加性高斯噪声强度的增加而逐渐降低至一个最小值后再缓慢增加,适量的噪声

有利于多元信号检测,即随机共振存在。 在加性高斯噪声强度不变的情况下,当信号是阈上时,错误检测概率随着乘性噪

声强度的增加而单调增加,噪声总是恶化信号检测性能;当信号是阈下时,错误检测概率随着乘性噪声强度的增加而单调

下降并最终趋于稳定。 这些结论有助于噪声改善多元信号检测。
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Abstract:Stochastic Resonance (SR) is discussed in nonlinear multiple signal detection for additive noise and multiplicative noise based
on the Maximum Posterior Probability (MAP) criterion in the probability of detection error measure. In the case that multiplicative noise
intensity is fixed,when the signal is suprathreshold,the probability of detection error increases monotonously with the additive Gaussian
noise intensity and noise always interfere signal detection;when the signal is subthreshold,with the increase of additive Gaussian noise in-
tensity,the probability of detection error gradually reduces to a minimum value and then increases slowly and the noise can improve the
signal detection,i. e. ,SR exists. In the case that additive noise intensity is fixed,when the signal is suprathreshold,the probability of de-
tection error increases monotonously with the multiplicative noise intensity which indicates that noise is always deteriorate signal detection
performance;when the signal is subthreshold,the probability of detection error decreases monotonously and finally tends to a steady value
with the increasing of multiplicative noise intensity. These conclusions can be able to be helpful for noise improving multiple signal detec-
tion.
Key words:stochastic resonance;multiple signal detection;probability of detection error;multiplicative noise

0 引 言
噪声广泛存在于通信系统中,对信号的传输与处

理造成干扰。 传统的观点认为噪声总是恶化信号的传

输,于是研究者们探求各种去噪、滤波方法来减小噪声

的影响,提高信号的接收功效。 然而在某些非线性系

统中,如果系统、噪声和信号三者之间达到某种匹配关

系,那么噪声的能量可以向信号转移,从而对信号的检

测起到积极作用。 这种噪声改善信息传输和信号处理

的现象称为随机共振(Stochastic Resonance,SR),是由

Benzi等在解释远古气象学中冰川期与暖气候期周期

第 26 卷 第 10 期
2016 年 10 月           

计 算 机 技 术 与 发 展
COMPUTER TECHNOLOGY AND DEVELOPMENT

          Vol. 26 No. 10Oct.  2016

万方数据



性交替出现的现象时首次提出的[1]。 目前,SR的研究

已经涉及许多领域[2-7]。
二元信号检测中的随机共振研究已经有了许多成

果[8-14],文献[8]利用外加高斯噪声提高信号检测概

率,文献[14]在聂曼-皮尔逊(NP)准则下,利用两个

常值噪声的组合,得到最佳的信号检测概率。 在实际

中,噪声的分布类型是多样的,并且会以加性和乘性的

形式共同作用于信号上[15-18]。 文中考虑加性与乘性

噪声共同作用下的信号检测功效,其中乘性噪声选用

四种典型分布的噪声[19-20],而加性噪声设定为高斯噪

声。 基于最大后验概率(MAP)准则,文中利用非线性

求和统计量,对接收信号进行判决检测,推导出噪声作

用下的信号检测错误概率,并探讨噪声改善多元信号

检测的功效。

1 多元信号检测
以三元信号为例,讨论加性乘性噪声改善信号检

测的情况。 取 s 为三元信号,在假设 H -1 , H0, H1 下分

别取为-1,0,1,相应的先验概率为 p -1 , p0, p1 ( p -1 +
p0 + p1 = 1)。 含噪信号 x = s + s孜 + 浊 ,通过一个非线性

阈值系统,得到输出信号为:

z =
- 1, s + s孜 + 浊 < - u
0, - u < s + s孜 + 浊 < u
1, s + s孜 + 浊

{
> u

(1)

其中, 孜 为乘性噪声; 浊 为加性噪声; u 为系统阈

值且是可调节的。

随机抽取 N 个输出值 z
寅
= ( z1,z2,…,zN) ,则非线

性求和统计量为 zs =移
N

i = 1
z i ( zs沂{ - N, - N + 1,…,0,

…,N - 1,N} )。
由 MAP准则可得求和统计量 zs 的似然比[19]为:
p0·Pr( zs = n | H0)
p -1·Pr( zs = n | H -1)

> 1,H0,H1

p0·Pr( zs = n | H0)
p -1·Pr( zs = n | H -1)

< 1,H -1,H1

(2)

p1·Pr( zs = n | H1)
p -1·Pr( zs = n | H -1)

> 1,H0,H1

p1·Pr( zs = n | H1)
p -1·Pr( zs = n | H -1)

< 1,H -1,H0

(3)

p1·Pr( zs = n | H1)
p0·Pr( zs = n | H0)

> 1,H -1,H1

p1·Pr( zs = n | H1)
p0·Pr( zs = n | H0)

< 1,H -1,H0

(4)

于是信号检测的最小错误概率为:

Per =移
N

n = -N
[p -1·Pr( zs = n | H -1) + p0·

Pr( zs = n | H0) + p1·Pr( zs = n | H1)] -
max{p -1·Pr( zs = n | H -1),p0·Pr( zs =
n | H0),p1·Pr( zs = n | H1)} =

1
2 + 14移

N

n = -N
[p -1·Pr( zs = n | H -1) +

p1·Pr( zs = n | H1)] - 14移
N

n = -N
| p -1·

Pr( zs = n | H -1) - p1·Pr( zs = n | H1) | -

移
N

n = -N
| 14 [p -1·Pr( zs = n | H -1) + p1·Pr( zs =

n | H1)] + 14 | p -1·Pr( zs = n | H -1) - p1·

Pr( zs = n | H1) | -
1
2 p0·Pr( zs = n | H0) |

(5)

2 加性与乘性噪声形式
2. 1 加性噪声

通信与信号处理中,加性高斯白噪声是一种普遍

考虑并得到广泛研究的噪声。 对于式(1)中的加性噪

声 浊 ,文中同样选取为零均值的高斯噪声,概率密度

函数为:

f浊(浊) =
1
2仔滓

exp( - 浊2

2滓2
) (6)

2. 2 乘性噪声

乘性噪声与信号相关,在不同的环境下具有不同

的形式。 基于文献[20],文中考虑乘性噪声分别呈现

为均匀分布、高斯分布、拉普拉斯分布以及柯西分布的

情况,展示不同环境中不同类型乘性噪声的功效。
均值为零、标准差为 滓 的均匀噪声的概率密度函

数为:

f 孜(孜) =
1
12滓
, - 3滓 < 孜 < 3滓

0,
{
otherwise

(7)

其对应的分布函数为:

F孜(孜) = 乙孜
-肄
f(孜)d孜 =

0,孜 < - 3滓

孜 + 3滓
2 3滓

, - 3滓臆 孜

1,孜逸 3

ì

î

í

ê
êê

ê
êê 滓

< 3滓 (8)

均值为零、标准差为 滓 的高斯噪声的概率密度函

数为:

f 孜(孜) =
1
2仔滓

exp( - 孜2

2滓2
), - 肄 < 孜 < 肄 (9)

其对应的分布函数为:
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F孜(孜) = 乙孜
-肄
f(孜)d孜 = 0. 5 + 0. 5erf( 孜

2滓
), - 肄 <

孜 < 肄 (10)
均值为零、标准差为 滓 的拉普拉斯噪声的概率密

度函数为:

f 孜(孜) =
1
2滓
exp( - 2 孜

滓
), - 肄 < 孜 < 肄 (11)

其对应的分布函数为:

F孜(孜) = 乙孜
-肄

f(孜)d孜 =

1
2 exp(

2 孜
滓 ),孜 < 0

1 - 12 exp(
2 孜
滓 ),孜 >

ì

î

í

ê
ê

ê
ê 0

(12)
具有零位置,标准离差为 滓 的柯西噪声的概率密

度函数为:

f 孜(孜) =
滓

仔(孜2 + 滓2)
, - 肄 < 孜 < 肄 (13)

其对应的分布函数为:

F孜(孜) = 乙孜
-肄
f(孜)d孜 = 12 + 1仔 arctan(

孜
滓 ), - 肄 <

孜 < 肄 (14)
2. 3 最小错误概率

对于 2. 1 节与 2. 2 节给出的加性噪声 浊 和乘性噪

声 孜 ,概率密度函数分别为 f浊(浊) 和 f 孜(孜) ,累积分布

函数分别为 F浊(·) 和 F孜(·) ,可以得到以下条件

概率。
Pr( z i = - 1 | Hs) = Pr( s + s·孜 + 浊 < - u) =

  

Pr( - 孜 + 浊 < 1 - u) =

  蓦
浊-孜 < 1-u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s = - 1

Pr(浊 < - u) = 乙-u
-¥

f浊(浊)d浊 =

  F浊( - u),s = 0

Pr(孜 + 浊 < - 1 - u) =

  蓦
浊+孜 < -1-u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s =

ì

î

í

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ê
ê
ê
ê
êê 1

(15)

Pr( z i = 0 | Hs) = Pr( - u < s + s·孜 + 浊 < u) =

  

Pr(1 - u < - 孜 + 浊 < 1 + u) =

  蓦
1-u < 浊-孜 < 1+u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s = - 1

Pr( - u < 浊 < u) =

  乙u
-u
f浊(浊)d浊 = F浊(u) - F浊( - u),s = 0

Pr( - 1 - u < 孜 + 浊 < - 1 + u) =

  蓦
-1-u < 浊+孜 < -1+u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s =

ì

î

í

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ê
ê
ê
ê
êê 1

(16)
Pr( z i = 1 | Hs) = Pr( s + s·孜 + 浊 > u) =

  

Pr( - 孜 + 浊 > 1 + u) =

  蓦
浊-孜 > 1+u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s = - 1

Pr(浊 > u) = 1 - F浊(u),s = 0

Pr(孜 + 浊 > - 1 + u) =

  蓦
浊+孜 > -1+u

f 孜(孜) f浊(浊)d孜d浊,s =

ì

î

í

ê
ê
ê
êê

ê
ê
ê
êê 1

(17)

考虑 N = 1的情况,当 p -1 = p0 = p1 =
1
3 时,式(5)

可化简为:

  Per =
1
2 + 112(q -1,-1 + q -1,1) - 112 q -1,-1 -

q -1,1 - 1
12(q -1,-1 + q -1,1) + 112 q -1,-1 -

q -1,1 - 16 q -1,0 + 112(q0,-1 + q0,1) -

1
12 q0,-1 - q0,1 - 1

12(q0,-1 + q0,1) +

1
12 q0,-1 -q0,1 - 16 q0,0

+ 112(q1,-1 + q1,1) -

1
12 q1,-1 - q1,1 - 1

12(q1,-1 + q1,1) +

1
12 q1,-1 -q1,1 - 16 q1,0

(18)

其中, q j,s = Pr( z = j | Hs),j,s = - 1,0,1。

3 实验仿真及随机共振现象
文中通过 Matlab软件编程仿真,得到了不同噪声

分布下的仿真图。 图 1 ~ 4 给出了乘性噪声分别为四

种典型噪声且强度不变时,不同阈值水平下错误概率

Per 随加性高斯噪声强度变化的理论线和蒙特卡洛数

据仿真点,其中参数为 s -1 = - 1,s0 = 0,s1 = 1, p -1 = p0

= p1 =
1
3 。

图 1 乘性均匀噪声强度为 0. 4 时,在不同阈值水

平下 Per 随加性高斯噪声强度变化的曲线图
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由图可知,仿真结果与理论结果相吻合。 当输入

信号为阈上信号 (u臆1) 时, Per 随加性噪声强度的增

加而单调增加,即信号检测性能随着加性噪声强度的

增加而衰减;而当输入信号是阈下信号 (u > 1) 时,错
误概率曲线呈下凸形状,存在最优的加性噪声强度,使
得 Per 达到最小值,即发生随机共振现象。 可见,适量

的加性噪声有利于提高多元信号的检测性能,这与文

献[19]中的结论相一致。 此外,从图 1 ~ 4 可以看出,
噪声强度较小时,错误概率处于较高水平值,这是因为

噪声过弱无法辅助信号越过阈值门限,对检测性能的

改善效果不明显。 而噪声强度较大时,不同阈值下的

图 2 乘性高斯噪声强度为 0. 4 时,在不同阈值水

平下 Per 随加性高斯噪声强度变化的曲线图

图 3 乘性拉普拉斯噪声强度为 0. 4 时,在不同阈值

水平下 Per 随加性高斯噪声强度变化的曲线图

图 4 乘性柯西噪声强度为 0. 4 时,在不同阈值水

平下 Per 随加性高斯噪声强度变化的曲线图

错误概率近似相等,这是由于过强的噪声诱导了系统

线性化[11]。
在加性高斯噪声强度固定的情况下,图 5 ~ 8 给出

了乘性噪声分别为四种经典噪声时,在不同阈值水平

下错误检测概率随乘性噪声强度变化的理论线和蒙特

卡洛数据仿真点。 由图可知,仿真结果与理论结果相

吻合。 当输入信号为阈上信号 (u 臆 1) 时,乘性噪声

总是恶化信号检测性能,此时不会产生随机共振现象。
而当输入信号是阈下信号 (u > 1) 时,错误检测概率

随乘性噪声强度的增加而单调下降,随机共振现象发

生。 同时,过强的乘性噪声不会提高信号检测的错误

概率,而是使得错误概率降低并趋于一个稳定值。 这

是因为乘性噪声作用于信号上,乘性噪声强度增强可

以等效为信号能量的增大,从而使得多元信号的检测

更加可靠。 这些结果显示了乘性噪声在多元信号检测

中的功效。

图 5 加性高斯噪声强度为 1 时,在不同阈值水

平下 Per 随乘性均匀噪声强度变化的曲线图

图 6 加性高斯噪声强度为 1 时,在不同阈值水

平下 Per 随乘性高斯噪声强度变化的曲线图

4 结束语
基于最大后验概率准则,文中研究了加性高斯噪

声和四种乘性噪声共同作用下三元信号检测的问题。
类似于加性噪声单独作用时得到的随机共振功效,当
信号为阈下时,加性噪声与乘性噪声共同作用时信号

错误检测概率降低,信号检测的性能得到改善,产生随
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图 7 加性高斯噪声强度为 1 时,在不同阈值水

平下 Per 随乘性拉普拉斯噪声强度变化的

曲线图

图 8 加性高斯噪声强度为 1 时,在不同阈值水平

下 Per 随乘性柯西噪声强度变化的曲线图

机共振现象。 当信号为阈上时,乘性噪声和加性噪声

都恶化系统检测性能,阈值的恰当选取对随机共振现

象的产生至关重要。 这些结论拓展了随机共振在多元

信号处理中的应用。
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