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外部输入与两单元 CNN的完全稳定性
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(1.陕西广播电视大学,陕西 西安 710068;2.西安交通大学,陕西 西安 710049)

摘 要:细胞神经网络(CNN)在图像处理、模式识别等领域有非常广泛的应用,应用的基础取决于对网络动力学特性的认

识,尤其是网络在什么条件下有极限环,什么条件下是稳定的。 研究了一类在没有外部输入条件下已经被证明是不稳定

的两单元细胞神经网络(CNN)在加上外部输入后的特性。 该网络在不加外部输入时的特点是:全局只在 0 区存在唯一齐

点,并且存在一个围绕 0区的极限环。 证明:加上外部输入后,外部输入在一定的区域取值,网络仍保持这样的特点,即网

络仍不是完全稳定的,存在一个围绕 0 区的极限环。 这表明,不加外部输入时的情况只是加外部输入的一种特例。 此外,
还给出了这个外部输入值的取值区域。 这个两单元细胞神经网络的结果有助于进一步研究较大规模细胞神经网络的非

线性动力学特性,也有助于进一步拓展其在函数逼近、模式识别及图像处理等方面的应用。
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Abstract:Cellular neural networks have been widely used in image processing,pattern recognition and other fields. The base of the appli-
cations is the realization of the dynamics,especially when there will be a limit cycle and how the network is stable. In this paper,a case of
two-cell cellular neural networks with external inputs is studied which has been proved it is not completely stable without external inputs.
The feature of the network without external inputs is that there is only one fixed point in region 0 and there is a limit cycle around region
0. It will prove that with external inputs and their values in given domain,the network still has the feature that it is not completely stable
and there is a limit cycle around region 0. This indicates the CNN(2) without external inputs is only a special sub-case of that with exter-
nal inputs. The domain of the external inputs values is also given. The result has expanded the understandings about the dynamics of the
CNN(2) . He results on two-cell cellular neural networks will help to further study the nonlinear dynamics of large-scale cellular neural
networks,and will also help to further expand its applications in function approximation,pattern recognition,image processing,and others.
Key words:CNN;fixed point;limit cycle;complete stability

0 引 言
细胞神经网络(CNN)在图像处理、模式识别等领

域有非常广泛的应用[1-4]。 CNN的完全稳定性是其应

用的基础[5],所以,自从 CNN理论被提出[3]以来,人们

就在不断地研究它的完全稳定性[6-11],包括嵌入忆阻

器的 CNN[12-14]。 目前,对于不加外部输入的两单元

CNN(CNN(2))的完全稳定性,已经比较清楚了[4]。 对

于不是完全稳定的 CNN,通过外加输入使其完全稳定

是一种有效的方法。 实际上,通过外加输入不仅可以

改变 CNN的稳定性,而且可以改变饱和区中稳定节点

的吸引域,甚至可以使饱和区中的稳定节点消失或出

现,从而完全改变 CNN 的动态行为[15]。 文中就一类

已经被证明不是完全稳定的 CNN(2)
[4],研究其在外加

输入条件下的稳定性的变化情况,给出一个仍使

CNN(2)不完全稳定的取值区域。

1 状态方程与齐点
在带有外部输入情况下描述 CNN(2)状态的微分
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方程如下[3]:
dx1
dt = - x1 + a11y1 + a12y2 + u1 (1)

dx2
dt = - x2 + a21y1 + a22y2 + u2 (2)

其中,输出变量 y1,y2 是分段线性:

y i =
1
2 | x i + 1 | - | x i - 1

( )| ,i = 1,2 (3)

假定 a11 - 1 > 0, a22 - 1 > 0,以保证网络能正常

工作[3]。 在没有外在输入( u1 = 0,u2 = 0),且满足下

列条件时,CNN(2)已经被证明不是完全稳定的,饱和

区中没有齐点,全局唯一一个齐点位于 0 区。
a12a21 < 0 (4)
| a12 | > a11 - 1 | a21 | > a22 - 1 (5)
这实际上有两种情况:
(1) a12 > 0, a21 < 0;
(2) a12 < 0, a21 > 0。
文中只考虑第 1 种情况,因为第 2 种情况只需将

两单元互换即可。 现在考虑加上外部输入的情况,仍
然采用文献[4]对两单元 CNN九个区域的划分。
1. 1 0 区( | x1 | <1, | x2 | <1)

由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = (a11 - 1)x1 + a12x2 + u1 (6)

dx2
dt = a21x1 + (a22 - 1)x2 + u2 (7)

如果满足条件:
a12u2 - u1(a22 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12
< 1 (8)

a21u1 - u2(a11 - 1)
(a11 - 1)(a22 - 1) - a12a21

< 1 (9)

则存在齐点:

x10 =
a12u2 - u1(a22 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12
(10)

x20 =
a21u1 - u2(a11 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a12a21
(11)

1. 2 1 区(x1>0, | x2 | <1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 + a12x2 + a11 + u1 (12)

dx2
dt = - x2 + a22x2 + a21 + u2 (13)

如果满足条件:
(a11 + u1)(a22 - 1) - a12(a21 + u2) > a22 - 1

(14)
a21 + u2
a22 - 1

< 1 (15)

则存在齐点:

x11 =
(a11 + u1)(a22 - 1) - a12(a21 + u2)

a22 - 1
(16)

x21 = -
a21 + u2
a22 - 1

(17)

1. 3 2 区( | x1 | <1,x2>1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = (a11 - 1)x1 + a12 + u1 (18)

dx2
dt = a21x1 - x2 + a22 + u2 (19)

如果满足条件:
a12 + u1
a11 - 1

< 1 (20)

(a22 + u2)(a11 - 1) - a21(a12 + u1) > a11 - 1
(21)

则存在齐点:

x12 = -
a12 + u1
a11 - 1

(22)

x22 =
(a22 + u2)(a11 - 1) - a21(a12 + u1)

a11 - 1
(23)

1. 4 3 区(x1<-1, | x2 | <1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 + a12x2 - a11 + u1 (24)

dx2
dt = (a22 - 1)x2 - a21 + u2 (25)

如果满足条件:
a12(a21 - u2) - (a11 - u1)(a22 - 1) < - (a22 - 1)

(26)
a21 - u2
a22 - 1

< 1 (27)

则存在齐点:

x13 =
a12(a21 - u2) - (a11 - u1)(a22 - 1)

a22 - 1
(28)

x23 =
a21 - u2
a22 - 1

(29)

1. 5 4 区( | x1 | <1,x2<-1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = (a11 - 1)x1 - a12 + u1 (30)

dx2
dt = a21x1 - x2 - a22 + u2 (31)

如果满足条件:
a12 - u1
a11 - 1

< 1 (32)

a21(a12 - u1) - (a22 - u2)(a11 - 1) < - (a11 - 1)
(33)
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则存在齐点:

x14 =
a12 - u1
a11 - 1

(34)

x24 =
a21(a12 - u1) - (a22 - u2)(a11 - 1)

a11 - 1
(35)

1. 6 5 区(x1>1,x2>1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 + a11 + a12 + u1 (36)

dx2
dt = - x2 + a21 + a22 + u2 (37)

如果满足条件:
a11 + a12 + u1 > 1 (38)
a21 + a22 + u2 > 1 (39)
则存在齐点:
x15 = a11 + a12 + u1 (40)
x25 = a21 + a22 + u2 (41)

1. 7 6 区(x1<-1,x2>1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 - a11 + a12 + u1 (42)

dx2
dt = - x2 - a21 + a22 + u2 (43)

如果满足条件:
- a11 + a12 + u1 < - 1 (44)
- a21 + a22 + u2 > 1 (45)
则存在齐点:
x16 = - a11 + a12 + u1 (46)
x26 = - a21 + a22 + u2 (47)

1. 8 7 区(x1<-1,x2<-1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 - a11 - a12 + u1 (48)

dx2
dt = - x2 - a21 - a22 + u2 (49)

如果满足条件:
- a11 - a12 + u1 < - 1 (50)
- a21 - a22 + u2 < - 1 (51)
则存在齐点:
x17 = - a11 - a12 + u1  (52)
x27 = - a21 - a22 + u2 (53)

1. 9 8 区(x1>1,x2<-1)
由式(1)、(2)、(3)得 CNN(2)状态的微分方程:
dx1
dt = - x1 + a11 - a12 + u1 (54)

dx2
dt = - x2 + a21 - a22 + u2 (55)

如果满足条件:
a11 - a12 + u1 > 1 (56)
a21 - a22 + u2 < - 1 (57)
则存在齐点:
x18 = a11 - a12 + u1  (58)
x28 = a21 - a22 + u2 (59)

2 完全稳定性
定理 1:由式(1)、(2)、(3)描述的满足条件(4)、

(5)的 CNN(2),若全局只在 0 区存在唯一的齐点,则它

不是完全稳定的。
证明:由于齐点在 0 区内部,有式(8)、(9)成立。
做坐标平移:

x1 = v1 +
a12u2 - u1(a22 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12
(60)

x2 = v2 +
a21u1 - u2(a11 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a12a21
(61)

将式(60)和式(61)代入式(6)、(7)得:
dv1
dt = (a11 - 1)v1 + a12v2 (62)

dv2
dt = a21v1 + (a22 - 1)v2 (63)

这样,使齐点的位置成为新坐标系 v1o'v2 的原点

(见图 1)。

图 1 齐点在 0 区内部

o'只能是不稳定的节点或不稳定的焦点[16],所以

轨线只能离开 o'趋向 0 区的边界。 而在无穷远处,描
述各区域有如下的微分方程:
3 区:
dx1
dt 抑- x1 (64)

4 区:
dx2
dt 抑- x2  (65)

5、6、7、8 区:
dx1
dt 抑- x1

dx2
dt 抑- x

ì

î

í

ê
ê

ê
ê 2

(66)

所以轨线都是向内缩进的,则由 Poincarè-Bendix-
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son定理知必存在环绕 0 区极限环,所以系统不是完全

稳定的。
定理 2:当外部输入( u1,u2)同时满足条件(67)、

(68)时(即在图 2 所示的矩形区域中取值),CNN(2)只
在 0 区存在唯一齐点,而在其他区域没有齐点。

图 2 不稳定的区域

u1 < a12 - (a11 - 1)  (67)

u2 < - a21 - (a22 - 1) (68)
证明:思路其实很简单,就是验证各区域齐点存在

的条件是否满足。 首先验证它满足 0 区齐点存在的条

件(8)、(9)。
实际上:
a12u2 - u1(a22 - 1)

(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12
<

a12( - a21 - (a22 - 1)) - ((a11 - 1) - a12)(a22 - 1)
(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12

=

- (a11 - 1)(a22 - 1) - a12a21
(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12

< 1 (69)

a12u2 - u1(a22 - 1)
(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12

>

a12(a21 + (a22 - 1)) - (a12 - (a11 - 1))(a22 - 1)
(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12

=

(a11 - 1)(a22 - 1) + a12a21
(a11 - 1)(a22 - 1) - a21a12

> - 1 (70)

由式(69)、(70)知条件(8)满足,同理可证条件

(9)满足。 证明 1 区存在齐点的条件式(15)不满足。
a21 + u2
a22 - 1

<
a21 - a21 - (a22 - 1)

a22 - 1
< - 1 (71)

由上式知式(15)不满足,所以 1 区没有齐点。 同

样可以一一验证 2、3、4、5、6、7、8 区中都没有齐点。
由定理 1 和定理 2 可知:当外部输入( u1,u2)在

图 2 所示的矩形区域中时,由式(1) ~ (5)所描述的

CNN(2)不是完全稳定的。

3 结束语
满足条件(4)、(5)的不加外部输入的 CNN(2)是全

局只在 0 区存在唯一齐点,且不是完全稳定。 其实,它
只不过是满足条件(4)、(5)且带有外部输入( u1,u2)
的 CNN(2)在(0,0)点的特例,外部输入( u1,u2)在图 2
所示的矩形区域中,CNN(2)全局只在 0 区存在唯一齐

点,且不是完全稳定的。 这个结果对于细胞神经网络

应用的启示意义在于:如果要应用 CNN(2),应该尝试

通过增加外部输入使其稳定,这需要进一步研究。
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