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基于截断多项式展开的大规模 MIMO预编码

李 波
(西安航空学院,陕西 西安 710062)

摘 要:探讨了大规模 MIMO中预编码的实现算法。 针对大规模多输入多输出系统中预编码复杂度随系统维数变大而增

加的问题,提出了一种基于截断多项式展开的预编码算法,分析了该算法对比传统正则迫零预编码的优越性,并基于系统

吞吐量和预编码复杂度的平衡考虑,采用随机矩阵理论,推导出了实现所提算法的最优预编码权值系数。 在不同信道条

件下,当阶数一定时,该算法用户平均可达速率随信噪比增加会无限趋近于正则迫零算法。 该算法复杂度不会随系统用

户数和天线数的增加而变大,具有可实现性。
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A Precoding Algorithm Based on Truncated Polynomial
Expansion for Massive MIMO System

LI Bo
(Xi’an Aeronautical University,Xi’an 710062,China)

Abstract:The implementation of precoding algorithm for massive Multiple-Input Multiple-Output (MIMO) system is discussed. The
computational precoding complexity increases with its dimensions in MIMO system. In view of this problem,a precoding scheme based on
the truncated polynomial expansion is proposed and the superiority of it is analyzed compared with the conventional regularized zero forc-
ing precoding. Using the random matrix theory,the optimal precoding weights coefficient is derived for tradeoff between system through-
put and precoding complexity. Under different channel conditions,the simulation shows that the average achievable rate will increase infi-
nitely approaches the regularized zero forcing precoding in a certain order. The complexity of the proposed algorithm does not change with
the increase of the number of users and antennas,which is easy to realize.
Key words:massive MIMO;precoding;truncated polynomial expansion;regularized zero-forcing

0 引 言
大规模多输入多输出(Multiple - Input Multiple -

Output,MIMO)因为其巨大的性能优势成为下一代通

信系统研究的热点,当同时在基站侧部署大量天线时,
可以获得额外的天线增益和预编码增益。 当天线数远

大于用户数时,简单线性预编码具有最优的渐近

性[1-3],同时借助随机矩阵理论可以对随机可达速率

有一个确定性的近似[4-6]。 天线数越大,确定性等效

越精确。
虽然线性预编码的运算量比非线性预编码小得

多,但是当天线数和用户数比较大时,大多数线性预编

码方案仍然比较复杂,其运算量大约为天线数和用户

数最小值的三次方数量级。
近年来,研究者们对多用户检测中矩阵求逆的复

杂度进行了研究,提出了很多降秩滤波的方法[7-8],这
些方法一般都是基于截断多项式展开(TPE)理论,简
单来讲,就是矩阵的逆矩阵可以由一个具有 J 项的矩

阵多项式来代替,但目前还没有结合系统吞吐性能进

行预编码复杂度的研究。
文中试图从系统吞吐量的角度来研究单小区多用

户下行链路中降低线性预编码复杂度的方法,基于可

达用户速率推导采用 TPE方法的任意 J阶多项式的确

定性等效值,使得在 MRT ( J = 1)和 RZF ( J = min
( M,K ))之间有一个平滑过渡。
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1 系统模型
考虑一个单小区下行链路,基站 (Base Station,

BS)具有 M个天线,服务于 K 个单天线的终端。 假定

M 垌 K ,系统为时分复用 ( Time -Division Duplex,
TDD)系统,BS 通过信道互易性获得上行信道信息。
第 k个用户接收到的基带复信号 yk 沂 迯

M 可以写成:
yk = h

H
k x + nk,k = 1,2,…,K (1)

其中, x沂 迯 M 为发送信号; hk 沂 迯
M 为在 BS和

第 k个用户之间的随机信道向量, hHk 为 hk 的转置; nk
~ CN(0,滓2),k = 1,2,…,K为第 k个用户的循环对称

复高斯加性噪声, 滓2 为接收机的噪声方差。
采用小尺度衰落对信道进行建模,信道向量 hk

如下:

hk = 椎
1
2 zk (2)

其中,信道协方差矩阵 椎沂迯 M伊M 为有界谱范数,

如 M寅肄 ,有 zk ~ CN(0,
1
K IM) 。 信道满足瑞利块衰

落。 假定基站采用高斯码本和线性预编码,其中 gk 沂
迯 M 表示预编码向量, sk ~ CN(0,1) 是第 k个用户的

数据符号。
基于上述假设,式(1)中的发送信号可表示为:

x =移
K

n = 1
gnsn = Gs (3)

其中, G = g1…g[ ]
K 沂 迯

M伊K 为预编码矩阵; s =

s1…s[ ]
K

T ~ CN(0,IK) 为包含所有用户的数据符号。
则式(1)可表示为:

yk = h
H
k gksk + 移

K

n = 1,n屹k
hHk gnsn + nk,k = 1,2,…,K

(4)
令 Gk 为矩阵 G 移除第 gk 列的矩阵。 这样第 k个

用户的信干噪比(Signal to Interference and Noise Rati-
o,SINR)为:

SINRk =
hHk gkg

H
k hk

hHk GkG
H
k hk + 滓

2 (5)

假定每一用户均有完全瞬时 CSI,则用户 k 的可

达数据率为 log2(1 + SINRk),k = 1,2,…,K 。

2 预编码方案及复杂度分析
线性预编码方案已经在很多文献中进行了研究,

其中正则迫零(RZF)预编码算法区别于其他方案,在
发端采用了维纳滤波[9-10],是一种基于最优准则的波

束形成[11]算法。 RZF 预编码在很多场景下被证明具

有近似最优的特性,它结合很多方案的优点,优于多种

传统方法(如 MRT、迫零波束形成等),因此文中以

RZF预编码为基础。

2. 1 大规模MIMO系统的 RZF预编码

假定总发射功率恒定,即 1
K tr(GG

H) = P ,其中
1
K

是用来调节式(2)信道方差的缩放因子。 总功率 P 恒

定,当天线数 M和用户数 K 变大时,定义 RZF 预编码

矩阵如下:

GRZF = 茁H
^

H
^
HH
^
+ 孜I( )

K
-1 =

茁 H
^
H
^
H + 孜I( )

M
-1H
^

(6)

其中, H
^
为信道估计矩阵; 茁 为功率归一化参数,

用来满足发射功率恒定; 孜 为标量调整系数,可以依据

噪声方差、发端信道不确定性等进行调整。
在式(6)中,对所有用户来讲,平均发送功率相

等,但在每一相干周期,瞬时收发信号功率不同。
2. 2 基于截断多项式扩展(TPE)预编码

参考文献[3],基于截断多项式展开理论(TPE),
可得到:

茁(H
^
H
^
H + 孜IM)

-1H
^
= 茁琢移

肄

l = 0
(IM -

琢(H
^
H
^
H + 孜IM))

lH
^
抑

茁琢移
J-1

l = 0
(IM - 琢(H

^
H
^
H + 孜IM))

lH
^
=

移
J-1

l = 0
(茁琢移

J-1

m = l

æ

è
ç

ö

ø
÷
n
l
(1 - 琢孜) n-l ( - 琢) l(H

^
H
^
H) lH

^
(7)

采用上述等效式,式(6)预编码矩阵可以表示为:

GTPE =移
J-1

l = 0
w l (H

^
H
^
H) lH

^
(8)

其中, w l , l = 0,1,…,J - 1 为标量权值。
式(8)定义了一个较高自由度的预编码,相对式

(6)来讲,式(8)中的预编码可以通过标量权值 w l 来
调整,可以随 J 取值的变化形成一系列预编码矩阵。

当 J = 1时, G = w0H
^
,也即最大比率传输,进一步可选

择 J = min(M,K) 。 遵循凯莱哈密顿定理,系数与

(H
^
H
^
H + 孜IM)

-1 的特征多项式有关。 定义 J为 TPE预

编码的阶数,对应的多项式自由度为 J - 1。 合理选择

J可以使得在低复杂度 MRT 预编码和高复杂度 RZF
预编码之间有一平滑过渡,根据文献[3],阶数 J 是有

限的,且不随 M和 K的增大而变大。

3 TPE预编码算法优化实现
基于上述分析,在大规模 MIMO中,TPE 预编码算

法的实现在复杂度方面有一定优势。 考虑到预编码复

杂度和系统吞吐量之间的平衡,本节讨论最大化吞吐

量情况下的预编码最优值。
假定采用 TPE预编码的 SINR收敛于一个有限和

确定的等效值,这个有效值取决于系数 棕l 和信道的统
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计特征,在式 ( 5 ) 中,令 gk = Gek ,则 hHk GkG
H
k hk =

hHk GG
H hk - h

H
k gkg

H
k hk ,其中 ek 表示单位矩阵 Ik 的第 k

列,将式(8)代入式(5),则有:

SINRk =
wHAkw

wHBkw - wHAkw + 滓
2 (9)

其中, w = w0,w1,…,wJ-( )
1

T;矩阵Ak,Bk沂迯
J伊J,

且 A[ ]
k l,m = h

H
k H

^
H
^

( )H lH
^
eke

H
k H
^
H H

^
H
^

( )H mhk, B[ ]
k l,m

= hHk H
^
H
^

( )H l +m+1hk,l = 0,1,…,J - 1 ,m = 0,1,…,
J - 1。

为使功率恒定,将式(8)代入
1
K tr(GG

H) = P ,可

得
1
K移

J-1

l = 0
移
J-1

m = 0
w lw

*
m tr((H

^
H
^
H) l +m+1) = P ,由文献[12]定

理 3 推得移
J-1

l = 0
移
J-1

m = 0
棕 e棕

*
m
( - 1) l +m+1
( l + m + 1)!

1
K tr(Tl +m+1) =

P, 其 中,T( t) = IM +
t椎

1 + t啄( t( ))
-1

,啄( t) = 1
K tr

椎IM +
t椎

1 + t啄( t( ))
-1

。 为最大化 SINR 的渐近值,构

造如下优化问题:

max
w
= wHA

-
w

wH(B
-
- A

-
)w + 滓2

s. t. wHC
-
w = P

(10)

其中, A[ ]
-

l,m =
( - 1) l +m
l! m!

dlZd(t)
dt l t = 0

dmZd(t)
dtm t = 0

,

B[ ]
-

l,m =
( - 1) l +m
( l + m)!

d l +mXd( t)
dt l +m t = 0

, C[ ]
-

l,m =

( - 1) l +m+1
( l + m + 1)!

1
K tr(T l +m+1),Zd( t) 和 Xd( t) 分别为信

道 t的随机函数,满足:

Zd( t) = h
H
k tH

^
H
^
H + I( )

M
-1h
^

k

Xd( t) = h
H
k tH

^
H
^
H + I( )

M
-1hk

运用 wHC
-
w = P ,式(10)可以写成:

max
琢

琢H(B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
) -

1
2 A
-
(B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
) -

1
2 琢

琢H琢

s. t. 琢H(B
-
- A
-
+ 滓

2

P C
-
) -

1
2 C
-
(B
-
- A
-
+ 滓

2

P C
-
) -

1
2 琢 = P

(11)

其中, 琢 = (B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
1
2 w 。

可以看出,式(11)的目标函数与 琢 的范数无关,
并且此时有一对应于最大特征根 姿max 的特征向量为:

(B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
- 12

A
-
(B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
- 12

(12)

则依据 琢 = (B
-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
1
2 w,可以求出:

wopt =
P
茁 (B

-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
- 12
琢 (13)

其中, 茁 = 椰 C
- 1
2 (B

-
- A

-
+ 滓

2

P C
-
)
- 12
琢椰

2

。

这一定理表明, J 阶多项式系数可以提前通过信

道统计特征来计算使得渐近 SINR 最大化,这样仅需

在一个较长的周期内,有一个信道统计特征的反馈,可
以使得系统的反馈开销大大降低。

4 仿真与分析
为验证上述推导过程和实施方法,本节基于平均

可达速率[13-14]利用上述方法对系统的性能影响进行

仿真。 对应于式(6)和(8),用户的平均可达速率 R 表

示为:
R = E[log2(1 + SINRk)] (14)

为满足功率恒定要求,不失一般性,令 1
M tr(椎) =

1,滓2 = 1,天线数M = 128,用户数 K = 32,信道如式(6)
描述,仿真针对信道标量参数 子 沂 0,[ ]1 分别取 0. 1、
0. 5 和 0. 9 进行两种方案下的性能对比,其中基于 TPE
的预编码算法选择阶数 J = 5。 仿真工具采用 Matlab
软件,结果如图 1 所示。

图 1 不同信道情况下用户可达速率与信噪比的关系

从图中可以看出,在相同信道和低信噪比情况下

TPE和 REF的性能非常相近,只有当 SNR较大且信道

状态较好(标量参数较小)时,TPE和 REF预编码传输

有一定的差距。
为验证阶数 J对 TPE 预编码算法的影响,图 2 仿

真了不同阶数下,采用 TPE预编码与 RZF预编码算法

对系统性能的影响。 考虑到信道标量参数 子 = 0. 1 时

两者差距较大,因此,图 2 给出了在该情况下阶数 J与
用户速率的关系。

从图 2 可以看出, J越大,越接近于 RZF,而且在 J
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= 8 时,TPE和 RZF的性能已经非常接近,而此时天线

数 M = 128,用户数 K = 32。

图 2 不同阶数用户可达速率与信噪比的关系

5 结束语
文中从系统吞吐量的角度研究了单小区多用户下

行链路中降低线性预编码复杂度的方法。 采用基于截

断多项式扩展预编码方法建立了一种系统吞吐量和预

编码复杂度的平衡。 通过截断多项式扩展等效算法实

现了多级硬件并行流水结构,并采用这种并行处理算

法消除了系统的额外延迟,同时可以随着信噪比的高

低动态增加或减少多项式阶数 J的值。 文中推导出了

可以使吞吐量最大化的最优预编码系数,通过仿真验

证了所提算法在较低复杂度下性能良好。
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