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Hilbert空间上多集合分裂可行问题的
KM迭代算法
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摘 要:多集合分裂可行问题就是寻找与一族非空闭凸集距离最近的点,并使得该点在线性变换下的像与另一族非空闭

凸集的距离最近。 分裂可行问题是一类重要的最优化问题,产生于工程实践,在医学、信号处理和图像重建等领域中有着

广泛的应用。 文中基于 n维线性空间上求解分裂可行问题的 KM迭代算法,目的是要将算法在 Hilbert空间中加以推广应

用。 通过在 Hilbert空间中运用投影压缩定理,并且利用逼近函数将多集合分裂可行问题转化为最小值问题,方便了对算

法的推导证明。 利用上述方法可得,多集合分裂可行问题的 KM 迭代算法在 Hilbert空间中也有较好的收敛性。 因此,可
以将多集合分裂可行问题的 KM迭代算法在 Hilbert空间中加以推广。
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KM Iterative Algorithm for Multiple-sets Split Feasibility Problem
in Hilbert Space
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Abstract:The multiple-sets spilt feasibility problem requires finding a point closest to a family of closed convex sets in one space,so that
its image under a linear transformation will be closest to another family of closed convex sets in the image space. The multiple-sets spilt
feasibility problem is an important type of optimization problem,which is generated from engineering practice and already has been wide-
ly applied in medical science,signal processing,image reconstruction. Based on KM iterative methods for solving the multiple-sets spilt
feasibility problem in Rn space,try to spread this algorithm in Hilbert Space. Using projection compression theorem and approximation
function transformed the multiple-sets spilt feasibility problem into a minimum value problem,making the algorithm proving more easily.
By deducing and proving,the multiple-sets spilt feasibility problem has good convergence in Hilbert Space. So the result shows that the
KM iterative methods are spread in Hilbert Space perfectly.
Key words:multiple-sets split-feasibility problem;optimization problem;KM iteration;Hilbert Space

1 概 述
分裂可行问题(Split Feasibility Problem,SFP)是

一类非常重要的约束优化问题,它最早出现在 Censor
和 Elfving(1994)的文献[1]中,定义如下:

设 A是实矩阵且 A∈ Rm×n,C,Q分别是 Rn,Rm 中

的非空闭凸子集,分裂可行问题就是要寻找这样的元

素 x (如果这样的元素 x 是存在的),使得 x ∈ C,A
x∈ Q 。

多集合分裂可行问题(Multiple-Sets Split Feasi-
bility Problem,MSSFP)是 SFP 的推广,是很多问题的

反问题的数学模型。 MSSFP是这样一个问题:
设 C i,i = 1,2,…,t,Q j,j = 1,2,…,r 分别为 Rn 和
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Rm 中的闭凸子集, A是 Rm×n 的实矩阵,多集合分裂可

行问题[ 2 ]就是要寻找一个向量 x* (如果这样的向量

x* 是存在的): x*∈ C =∩
t

i = 1
C i 使得 Ax*∈ Q =∩

r

j = 1
Q j。

其中,t,r≥1 是正整数。
多集合分裂可行问题产生于工程实践,是一类重

要的最优化问题,在医学[3]、信号处理[2]和图像重建[4]

等领域中有着广泛的应用。 MSSFP 是 SFP 的推广与

泛化,Xu Hongkun 在文献[2]中最早提出了 MSSFP。
已经有不少人对 MSSFP的求解算法进行了研究,也取

得了一定的进展。 Censor等在文献[3-4]中给出了一

种求解 MSSFP的投影算法:
定义逼近函数:

p(x) = 12 ∑
N

i = 1
α i PC i(x) - x 

2
+

1
2 ∑

M

j = 1
β j PQ j(Ax) - Ax 

2

xk+1 = PΩ{x
k + s(∑

N

i = 1
α i(PC i(x

k) - xk) +

∑
M

j = 1
β jA

T(PQ j(Ax
k) - Axk))}

其中, Ω是闭凸子集且 Ω∈ Rn;0 < s < 2 / L , L =

∑
N

i = 1
α i + ρ(A

TA)∑
M

j = 1
β j 。 另外 ρ(ATA) 是 ATA 的谱半

径,对任意的 i,j,α > 0,β > 0。 同时,Censor等还证明

了该算法的弱收敛性。
随着人们对分裂可行问题研究的深入,衍生了一

系列反问题,定义如下:
设 C,Q分别是 Rn,Rm 中的非空闭凸子集, A 是

Rm×n 中实矩阵, A + 是 A 的 Moore - Penrose 广义逆。
SFP的反问题 ISFP形如:寻找元素 y (如果这样的 y存
在):

y∈ Q,A + y∈ C
根据 SFP与 ISFP的对偶性,可以通过研究 SFP的

求解算法进而研究 ISFP 的求解。 杨庆之[5 ]给出了一

种 ISFP问题的求解算法,迭代格式如下:
yk+1 = PQ AA + yk - η A( )+ T I - P( )

C A
+ y( )k

在此基础上,王新艳和屈彪[6] 给出了下列推广

形式:
yk+1 = λyk + (1 - λ)PQ(AA

+ yk - η(A + ) T( I -
PC)A

+ yk),λ ∈ 0,[ ]1
推广之后的算法在迭代点的选取上具有更大的灵

活性与更多的选择性。
后来,在前人的基础之上,Krasnoselski-Mann 提

出了形如式(1)的迭代格式称为 KM迭代[7]。
xk+1 = (1 - η k)x

k + η kN(x
k), k = 0,1,… (1)

其中, N是 Rn 中的非扩张算子; η k ∈ (0,1) ,特

别地,当 N是强制非扩张算子时[8], η k ∈ (0,2) 。
KM迭代的目标是寻找算子 N 的不动点,许多领

域的很多问题及反问题都可以归结为寻找某个算子 N
的不动点[ 9 ]。 虽然 KM 迭代格式简单,但是它在求非

扩张算子 N的不动点时效果非常显著,并且为许多领

域的算法提供了一个统一的框架。 在文献[5]中,给
出了 Rn 空间中的一些算法。 为了扩展算法的适用范

围,而不仅仅局限于 Rn 空间,现在希望将其中的某些

算法在 Hilbert空间中加以推广利用。

2 预备知识
Hilbert空间中的多集合分裂可行问题与前面提

到的 Rn 空间中的多集合分裂可行问题类似,即寻找一

个向量 x* (如果这样的向量 x* 是存在的): x* ∈ C

=∩
t

i = 1
C i 使得 Ax* ∈ Q =∩

r

j = 1
Q j。 其中,C i,i = 1,2,…,t,

Q j,j = 1,2,…,r分别为 Hilbert空间 X1 和 X2 中的闭凸

子集。
定义 1[10]:假设 X为带有内积 〈·,·〉 和范数 ·

 的 Hilbert空间,对给定的 Ω∈ X,v∈ X ,如下问题:
min{ u - v | u∈ Ω}

的解称之为 v在 Ω上的投影,记作 PΩ(v) 。 可以写成:
PΩ(v) = arg min{ u - v | u∈ Ω}
若 Ω 是闭凸集,则对  v ∈ X,PΩ(v) 是唯一存

在的。
定义 2[ 10 ]:设 Ω 是非空闭凸集, X1,X2 为 Hilbert

空间; F是 Ω X1 到 X2 的映射。
(1)对于 u,v∈ Ω,有〈u - v,F ( )u - F ( )v 〉 ≥

0,则称 f ( )x 是 Ω上的单调映射;
(2)对于 u,v∈ Ω,有〈u - v,F ( )u - F ( )v 〉 >

0,则称 f ( )x 是 Ω上的强单调映射;
(3)对于 u,v∈Ω,有〈u - v,F ( )u - F ( )v 〉 > μ

 u - v 2,μ 是一正常数,则称 f ( )x 是 Ω上的一致强

单调映射;
(4)如果存在常数 λ > 0,使得 F(u) - F(v) 

≤ λ u - v , u,v ∈ Ω ,那 么 称 F 在 Ω 上 是

Lipschitz连续的,特别地, λ = 1 时,称 F 为非扩张

算子;
(5)如果存在常数 α > 0,使得 〈F(u) - F(v),u -

v〉 ≥ α F(u) - F(v) 2, u,v∈ Ω ,那么称 F在 Ω
上是强制的,特别地, α = 1 时,称 F 为强制非扩张

算子。
定义 3[10]:
(1)设 H 和 H{ }

k
 

k = 0 是 Hilbert 空间中的算子,如
果对 Hilbert空间中的一切 x有:

lim
x  
 Hk(x) - H(x) = 0
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则称 H{ }
k

 

k = 0 收敛到 H 。
(2)给定 ρ ≥0,Hilbert空间中算子 H1,H2 的 ρ

-距离定义为:
Dρ(H1,H2) =
  sup  H1(x) - H2(x)  x ≤{ }ρ (2)

(3)设 C1,C2 是 Hilbert空间中非空闭凸子集, C1,
C2 之间的 ρ -距离定义为:

dρ(C1,C2) =
  sup  PC1(x) - PC2(x)  x ≤{ }ρ (3)

定义 4[ 10-11 ]:设 C, C{ }
k

 

k = 0 分别是 Hilbert空间中

的子集和子集序列,称序列 C{ }
k

 

k = 0 Mosco -收敛到 C,

记作 Ck  
M
C,如果

(1) 对一切 x ∈ C,存在序列 x{ }k ∞
k = 0,其中 xk ∈

Ck(k = 0,1,2,…),使得lim
k ∞
xk = x;

(2) 对一切序列 xk{ }j ∞
j = 0,其中 xk j∈ Ck j( j = 0,1,2,

…),使得lim
j ∞
xk j = x有 x∈ C 。

注:设 C和 Ck(k = 0,1,2,…) 是 Hilbert中的非空

凸闭子集,如果序列 C{ }
k

 

k = 0Mosco -收敛到 C,那么投

影序列 PC{ }
k

 

k = 0 收敛到 PC。 对于 MSSFP,设 C i 和
C i,k( i = 1,2,…,t) 是 Hilbert空间中的非空闭凸子集,

那么 C i,k  
M
C i 。

投影的性质有以下定理:
定理 1[12]:若 Ω 是 Hilbert 空间 X 中的非空闭凸

集,则有:
〈v - PΩ ( )v ,u - PΩ ( )v 〉 ≤ 0, v∈ X, u∈ Ω
证明:根据投影定义得到

 v - PΩ(v) 
2 ≤ v - w 2, w∈ Ω

因为 Ω X是非空闭凸集,则对于 u∈ Ω,0 <
σ < 1 有:

σu + 1 -( )σ PΩ ( )v = PΩ ( )v + σ u - PΩ ( )( )v
∈ Ω

又由 于  v - PΩ ( )v  ≤  v - t   v -

PΩ ( )v  2 ≤ v - t 2,则有:

 v - PΩ ( )v  2 ≤ v - (PΩ ( )v +

  σ(u - PΩ ( )v )) 2 =  v - PΩ ( )v  2 -
  2σ(v - (PΩ ( )v )(u - PΩ ( )v ) +

  σ2  u - PΩ ( )v  2

整理后得:

〈v - PΩ ( )v ,u - PΩ ( )v 〉 ≤
σ
2  u - PΩ

( )v  2

令 σ  0 + ,得:
〈v - PΩ ( )v ,u - PΩ ( )v 〉 ≤ 0
证毕。

定理 2[ 11-12 ]:若 Ω X是非空闭凸集, v,u∈X,
z∈ Ω则有:

(1) 〈PΩ ( )u - u,z - PΩ ( )u 〉 ≥ 0
(2) 〈PΩ ( )u - PΩ ( )v ,u - v〉 ≥ 0
(3)  PΩ ( )v - PΩ ( )u  ≤ v - u 
下面介绍收敛性分析中需要用到的 KM定理。
定理 3[ 12-13 ]:设 H,Hk(k = 0,1,…) 是 Hilbert空间

中的非扩张算子,且 lim
k ∞
Hk = H,η k ∈ (0,1) 满足

∑
∞

k = 0
η k(1 - η k) = + ∞。 若对任意给定的 ρ > 0 有

∑
 

k = 0
η kDρ(Hk,H) < + ∞,则由下列迭代生成的序列

x{ }k  

k = 0 :

xk+1 = (1 - η k)x
k + η kHk(x

k) (4)
收敛到 H 的一个不动点(当 H 存在不动点时)。

更进一步,如果 H,Hk(k = 0,1,…) 是 Hilbert空间中的

强制非扩张算子, η k ∈ (0,2) 满足∑
 

k = 0
η k(2 - η k) =

+  ,结论仍然成立。

3 算法及其证明
对于多集合分裂可行问题,首先作下面的假设:
(H1) MSSFP的解集非空;
(H2)非空闭凸集 C i = {x∈ X1 ci(x) ≤ 0} ,其中

ci:X1  R 是 凸 函 数, 非 空 闭 凸 集 Q j = {y ∈

X2 q j(y) ≤ 0} ,其中 q j:X2  R是凸函数, C =∩
t

i = 1
C i ,

Q =∩
r

j = 1
Q j ,这里 X1,X2 是 Hilbert空间;

(H3)对  x ∈ X1,至少存在一个次梯度 ξ ∈
 ci(x) ,其中

 ci(x) = {ξ ∈ X1 ci( z) ≥ ci(x) + 〈ξ, z - x〉,
 z∈ X1}

对 y∈ X2,至少存在一个次梯度 η ∈  q j(y),
其中

 q j(y) = {η ∈ X2 q j(u) ≥ q j(y) + 〈η, u - y〉,
 u∈ X2}

为了求解 MSSFP ,定义逼近函数:

f ( )x =
1
2∑

r

j = 1
β j  PQ j(Ax) - Ax 

2

其中对任意的 1≤ j≤ r,β j > 0,函数 f ( )x 的梯度

 f ( )x =∑
r

j = 1
β jA

*( I - PQ j)Ax 。

那么寻找 MSSFP的一个解,就可以转化为求解如

下最小值问题:
min f(x) | x∈{ }C
Censor等提出了以下的迭代公式:
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xk+1 = PΩ{x
k + s(∑

t

i = 1
α i(PC i(x

k) - xk) +

∑
r

j = 1
β jA

T(PQ j(Ax
k) - Axk))}

后来又有研究者对单集合分裂可行问题的 CQ 算

法进行了改进,令上述迭代公式中 s = α k = βγ
mk,其中

β,γ 是给定的常数,且满足 β > 0,γ∈(0,1),mk 是使

下列不等式:
f(xk+1) ≤ f(xk) - σ <  f(xk),xk - xk+1 >

成立的最小非负整数,常数 σ ∈ (0,1) 。
将算法将推广到多集合分裂可行问题,在已有算

法的基础上,利用 KM 迭代得到一种自适应不精确算

法 1。
算法 1:给定常数 γ > 0, l∈(0,1) , μ∈(0,1),

α i > 0,∑
t

i = 1
α i = 1,η k ∈ (0,2),k = 0,1,2,…,任取 x0

设:

x
-
k =∑

t

i = 1
α iPC i,k(x

k - λ k  f k(x
k)) (5)

其中, λ k = γl
mk,mk 是使下式成立的最小非负

整数。

  f k(x
k) -  f k(x

-
k) 2 ≤ μ

 xk - x
-
k 2

λ k
(6)

令

x
-
k+1 =∑

t

i = 1
α iPC i,k(x

k - λ k  f k(x
-
k)) (7)

xk+1 = (1 - η k)x
k + η kx

-
k+1 (8)

定义算子:

H(xk) =∑
t

i = 1
α iPC i(x

k - λ k∑
r

j = 1
β jA

*( I - PQ j)Ax
-
k)

(9)

Hk(x
k) =∑

t

i = 1
α iPC i,k(x

k - λ k∑
r

j = 1
β jA

*( I - PQ j,k)Ax
-
k)

(10)
注:算子 H和 Hk是非扩张算子,算子序列 {Hk}

 

k = 0

收敛到 H,H的不动点就是原问题的解。
由于正交投影 PC i,k 是强制非扩张算子,于是有:

〈Hkx - Hky,x - y〉 =∑
t

i = 1
α i〈PC i,kx - PC i,ky,x - y〉 ≥

∑
t

i = 1
α i  PC i,kx - PC i,ky 

2 =

∑
t

i = 1
α( )i ∑

t

i = 1
α i  PC i,kx - PC i,ky ( )2 ≥

∑
t

i = 1
α i
1 / 2α i

1 / 2 PC i,kx - PC i,ky( ) 
2 ≥

 Hkx - Hky 
2

所以, Hk 是强制非扩张算子。 同理, H 也是强制

非扩张算子。

由式(8)知式(7)可以写成:
xk+1 = (1 - η k)x

k + η kHk(x
k) (11)

定理 4:设 x{ }k 是由算法 1 生成的序列,若 (H1)

- (H3) 成立,如果 H存在不动点且对  ρ
-
> 0,η k ∈

[0,2],∑
∞

k = 0
η k(2 - η k) = + ∞ 满足:

∑
∞

k = 0
η k(∑

t

i = 1
α idρ-(C i,k,C i) +

  λ k A
* ∑

r

j = 1
β jdρ-(Q j,k,Q j)) < ∞ (12)

则 x{ }k 收敛到 H的一个不动点。
证明:记

yk = xk - λ k∑
r

j = 1
β jA

*( I - PQ j,k)Ax
-
k (13)

y = xk - λ k∑
r

j = 1
β jA

*( I - PQ j)Ax
-
k (14)

对 x∈ H, x ≤ ρ,ρ > 0 有

 Hk(x
k) - H(xk) =  ∑

t

i = 1
α iPC i,k(y

k) -

∑
t

i = 1
α iPC i(y) ≤∑

t

i = 1
α i PC i,k(y

k) - PC i(y) ≤

  ∑
t

i = 1
α i PC i,k(y

k) - PC i,k(y) +

  ∑
t

i = 1
α i PC i,k(y) - PC i(y) (15)

由于正交投影是非扩张的,所以

∑
t

i = 1
α i PC i,k(y

k) - PC i,k(y) ≤∑
t

i = 1
α i y

k - y =

   yk - y (16)
将式(13)、(14)代入式(15)再结合式(16)得到:
 Hk(x

k) - H(xk) ≤

  λ k∑
r

j = 1
β j A

* PQ j,k(Ax
-
k) - PQ j(Ax

-
k( ))  +

  ∑
t

i = 1
α i PC i,k(y) - PC i(y) (17)

根据对任意有界线性算子 B [ 14 ],有  Bx ≤
 B  x ,可以得到:

 Hk(x
k) - H(xk) ≤

  λ k∑
r

j = 1
β j A

*  PQ j,k(Ax
-
k) - PQ j(Ax

-
k) +

  ∑
t

i = 1
α i PC i,k(y) - PC i(y) =

  λ k A
* ∑

r

j = 1
β j PQ j,k(Ax

-
k) - PQ j(Ax

-
k) +

  ∑
t

i = 1
α i PC i,k(y) - PC i(y) 

由式(2)和式(3)得到:

Dρ(Hk,H) ≤∑
t

i = 1
α idρ-(C i,k,C i) +
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  λ k A
* ∑

r

j = 1
β jdρ-(Q j,k,Q j) (18)

其中, ρ
-
≥ max  x

-
k , Ax

-
k , y{ } 。

因此,由定理 3 和式(12)得到 x{ }k 收敛到 H 的

一个不动点,即 MSSFP的解,证毕。

4 结束语
多集合分裂可行问题在现实中的许多领域有着广

泛的应用。 到目前为止,多集合分裂可行问题的许多

算法的求解都是在 Rn 空间中完成的,而在 Hilbert 空
间中的推广应用还有待完善。 文中基于 Rn 空间中求

解多集合分裂可行问题的 KM 迭代算法,给出了

Hilbert空间中的一种自适应不精确算法,以及算法的

收敛性证明。
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