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多阈值神经网络系统中的随机共振研究

王友国,姜梦琦,翟其清
(南京邮电大学 通信与信息工程学院,江苏 南京 210003)

摘 要:文中研究了求和平均网络中的互信息随噪声强度的变化关系。 将神经网络模型中典型的求和网络改进为求和平

均网络,采用中心极限定理,将输出信号近似为连续的高斯分布,得到输入、输出均为连续信号时的系统互信息,基于此互

信息研究了在加性噪声和乘性噪声共同作用下多阈值神经网络系统中的阈上随机共振现象。 研究结果表明,对每一个固

定的系统阈值,改变加性噪声强度比改变乘性噪声强度更能诱导阈上随机共振。 另外,系统阈值的增加使信号主要成分

在阈下,更能诱导阈上随机共振,但会降低阈上随机共振的功效。 乘性或加性噪声强度以及系统阈值水平是阈上随机共

振现象产生的重要条件,噪声强度以及系统阈值的适当选取会使得阈上随机共振现象更加明显。
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Abstract:In this paper,the relationship between the mutual information and the noise intensity of the mutual information in the sum-and
-average network is studied. The typical sum-network in neural networks is improved to sum-and-average network. By using the central
limit theorem,output signal is approximated as continuous Gaussian distribution,and mutual information can be obtained when the input
and output signals are all continuous. Based on this mutual information,a study is made on the Supra- threshold Stochastic Resonance
(SSR) phenomenon under both additive and multiplicative noise in a multi-threshold neural networks system. The numerical calculation
and the computer simulation found that for a fixed system threshold,by changing the additive noise intensity SSR occurs more easily than
by changing the multiplicative noise intensity. In addition,the increase of the system threshold can increase the signal components that are
under the threshold,and thus SSR takes place more easily,but cut down the efficiency of SSR at the same time. The multiplicative or ad-
ditive noise intensity,and the system threshold level are important factors to stimulate SSR. A reasonable noise intensity and threshold val-
ue would lead to a more significant SSR.
Key words:sum-and-average network;central limit theorem;mutual information;supra-threshold stochastic resonance

0 引 言
在以往的通讯领域中,噪声常被作为一种抑制信

号传输能力、影响检测信噪比提高的干扰来看待。 随

着非线性科学的发展,人们发现以往对噪声的认识并

不完全正确—至少在加之特定的条件时,它会对建立

有效的系统起到积极的,甚至创造性的作用。 在一些

非线性系统中,噪声改善信号处理和信息传输的现象

称为随机共振(Stochastic Resonance,SR)现象,该现象

最早是由 Benzi等[1]在 1981 年提出的,当时用于解释

远古气象学中冰川期与暖气候期周期性交替出现的现

象。 目前,SR的研究已经涉及许多领域[2-14]。
经典的随机共振研究信号处于阈下时,噪声对信

息传输起到了积极作用。 而当信号幅值大于系统阈值

时,Stocks在研究 Collins等[8]提出的神经网络模型时

同样出现了类似于经典的随机共振现象,将其称为阈

上随机共振 ( Supra - threshold Stochastic Resonance,
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SSR) [15]。 由于 SR作用于弱信号,SSR 的提出可以作

为经典随机共振理论在大幅值信号情况下的有益补

充,并且可以用来解释神经元在噪声背景下传输信号

等生物现象,因此基于随机共振背景下的神经网络研

究[15-16]一 度 成 为 热 点。 SSR 的 研 究 成 果 更 为 丰

富[15-25]。
文献[22-27]中作者研究的神经网络模型的输出

为各阈值单元输出的简单求和,得到一个离散信号,然
而对于一真实的神经网络系统,其输出往往是连续信

号而非离散信号。 因此在文献[22-27]的基础上,文
中对模型进行一定的改进,将模型中典型的求和网络

改进为求和平均网络,通过中心极限定理,将输出信号

近似为连续的高斯分布,得到输入、输出均为连续信号

时的系统互信息量。 文献[28-29]已经通过求和平均

网络初步研究了阈上随机共振现象。 文中将对文献

[28-29]中所研究的求和平均网络模型做进一步分

析,以互信息为测度继续研究加性噪声和乘性噪声共

同作用下的阈上随机共振现象。

1 多阈值神经网络模型
加性和乘性噪声共同作用下的多阈值神经网络模

型[28-29]如图 1 所示。

图 1 多阈值神经网络模型

上述系统中,输入信号 x 是一个均值为 0、方差为

σ2 的高斯信号,其概率密度函数为:

p(x) = 1
2仔σ2

exp( - x
2

2σ2
) (1)

其中, λ为输入确定性信号 x 在系统中的耦合强

度; ε i 是高斯乘性噪声; η i 是高斯加性噪声。
令 ε i , η i 之间均是互相独立的并服从标准高斯分

布,即
掖ε i,ε j业 = 0, 掖η i,η j业 = 0 i屹( )j
掖ε i,η j业 = 0 i,j = 1,2,…,( )N (2)

Ui i = 1,2,…,( )N 为阈值,取 U1 = U2 =… = UN =

U。 y i是第 i个阈值节点的输出信号,可由 Heaviside函
数表示为:

y i =
1,vi 逸 Ui
0,vi < U

{
i

(3)

其中

vi = λx + Mε ix + Aη i (4)
式中, vi 是经过系统耦合后在乘性和加性噪声共

同作用下的一个输出; M和 A分别是乘性噪声强度和

加性噪声强度。 当 M寅0 时,系统变为只受加性噪声

作用[23-25]的情形;当 A寅0时,系统变为只受乘性噪声

作用[26]的情形。
由式(2)知,不同的 vi( i = 1,2,…,N) 也是相互独

立的。 对事先给定的 x , vi 服从均值为 λx ,方差为

M2x2 + A2 的高斯分布,其条件概率密度函数为:

pv x(vi x) =
1

2仔(M2x2 + A2)

exp( -
(vi - λx)

2

2(M2x2 + A2)
) (5)

对于上述网络输出信号 y
-
= 1N-

N

i = 1
y i ,当 N寅¥时,

由中心极限定理可近似为一高斯分布。 其条件概率密

度函数为:

p(y
-

x) =
1

2仔
qx(1 - qx)
N

exp( -
(y
-
- qx)

2

2
qx(1 - qx)
N

)

(6)
其中

qx = P y i = 1{ }x = P vi 逸 U{ }x =

乙¥
U
pv x(vi x)dvi =

1
2 -

1
2 erf( -

U - λx
2(M2x2 + A2)

) (7)

式中, erf为误差函数, erf ( )x =
2
仔 乙

x

0
e -t

2

dt 。

2 系统的互信息

系统输入确定性信号 x与输出信号 y
-
之间的互信

息为[25]:

I = Hc(y
-
) - Hc(y

-

x) (8)

其中, Hc(y
-
)为系统的输出信息熵; Hc(y

-

x)为输

入信号为 x时的输出条件熵。
在图 1 所示的神经网络系统中有:

Hc(y
-
) = - 乙¥

-¥

p(y
-
) log2p(y

-
)dy (9)

Hc(y
-

x) = - 乙¥
-¥
乙¥
-¥

p(x)p(y
-

x) log2p(y
-

x)dxdy

(10)
其中

p(y
-
) = 乙¥

-¥

p(x)p(y
-

x)dx =
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乙¥
-¥

p(x) 1

2仔
qx(1 - qx)
N

exp( -
(y
-
- qx)

2

2
qx(1 - qx)
N

)dx

(11)
因此,式(9)和式(10)可分别表示为:

Hc(y
-
) = - 乙¥

-¥

p(y
-
)log2p(y

-
)dy =
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乙¥
-¥

p(x) 1

2仔
qx(1 - qx)
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3 实验仿真
3. 1 单独加性噪声或乘性噪声作用时的 SSR现象

取式(4)中 λ = 1,输入的高斯信号 x的方差 σ2 =
1,阈值单元数 N = 511。 图 2 和图 3 分别给出了互信

息 I作为乘性噪声强度 M或加性噪声强度 A的函数在

不同阈值水平 U下的变化曲线。

图 2 互信息 I作为加性噪声强度

A的函数随不同 U的变化

图 3 互信息 I作为乘性噪声强度

M的函数随不同 U的变化

由图 2 可以看出,对所有系统阈值 U ,互信息 I的
变化曲线总是随 A的增加先升后降,显示出 SSR现象。
并且随着 U 的增加,互信息的峰值下降并且右移,此
时噪声恶化了阈上随机共振的功效。

由图 3 可以看出,当系统只受乘性噪声作用时,不
同的系统阈值 U ,同样出现 SSR现象。 并且随着 U的

增加,互信息的峰值下降并且右移,噪声恶化阈上随机

共振功效。
对比图 2 和图 3 可以发现,对每一个固定的系统

阈值 U ,使得互信息达到峰值所需的最佳乘性噪声强

度明显大于最佳加性噪声强度,这表明单独加性噪声

情况下比单独乘性噪声情况下更容易诱导 SSR 现象

发生。
3. 2 加性噪声和乘性噪声共同作用时的 SSR现象

图 4 和图 5 分别给出了在加性噪声和乘性噪声共

同作用下,互信息 I作为 A和 M 的函数在不同 U 下的

变化曲线。
从图 4 可以看出,当乘性噪声强度较小时( M =

0. 5),图 4(a)中互信息 I的变化曲线总是随 A的增加

先升后降,显示出标准 SSR 现象。 并且随着 U 的增

加,互信息的峰值下降并且右移,噪声恶化了阈上随机

共振的功效。 随着乘性噪声强度的增加( M = 1),对
比图 4(a)与(b)可以发现,互信息的峰值在下降,显示

出噪声对系统信息传输性能的改善效果下降。 继续增

加乘性噪声强度( M = 2),图 4(c)中显示在 U = 1 时

没有出现 SSR现象,而 U = 3,5,7时 SSR都发生,说明

阈值的增加使得信号主要成分在阈下,经典 SR 影响

增加,SSR现象更容易发生。
从图 5 可以看出,当加性噪声强度较小时( A =

0. 5),对所有的 U均出现 SSR现象,且随着 U的增大,
互信息峰值在减小且右移,信息传输的效果在减弱。
但随着 A的增大( A =1,2),图 5(b)、(c)显示对于较

小的阈值 U ,SSR 现象不存在,说明阈值的增加使得
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SSR现象更容易发生。

图 4 不同乘性噪声强度 M时,互信息 I
作为 A的函数随不同 U的变化

图 5 不同加性噪声强度 A时,互信息 I
作为 M的函数随不同 U的变化

  图 4 与图 5 再次说明阈值的增加会使得阈上随机

共振的功效降低;对比图 4 与图 5 可以看出,对每一个

固定的系统阈值 U ,使得互信息达到峰值时所需的最

佳乘性噪声强度明显大于最佳加性噪声强度,说明改

变加性噪声强度比改变乘性噪声强度更容易诱导 SSR
现象发生,SSR功效更好。

4 结束语
为更真实地研究多阈值神经网络,在已有的研究

基础上对典型的神经网络中的求和网络做了进一步改

进,通过求和平均网络,采用中心极限定理,将输出信

号近似为连续的高斯分布,得到输入、输出均为连续信

号的系统互信息。 文中以互信息为测度,讨论了加性

噪声与乘性噪声共同作用下多阈值神经网络中的阈上

随机共振现象。 通过数值计算和计算机仿真发现,阈
上随机共振现象的存在性及噪声增强信息传输性能与

系统阈值和乘性或加性噪声强度的选择有较大关系。
系统阈值的增加使信号当中处在阈下的成分增多,更
能诱导阈上随机共振,但会降低阈上随机共振的功效。
噪声强度以及系统阈值的适当选取会使得阈上随机共
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振现象更加明显,能更好地增强信息传输性能。 对每

一固定的系统阈值,单独加性噪声情况下比单独乘性

噪声情况下更容易诱导随机共振现象发生。 此外,改
变加性噪声强度比改变乘性噪声强度时阈上随机共振

现象更容易发生。
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