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重置概率可变的自适应网络病毒传播研究
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摘 要:自适应网络是反映网络动力学和节点动力学相互作用、相互反馈的网络。 针对链接重置概率与病毒传播率呈线

性正相关关系的自适应网络,建立了基于可变重置概率的自适应网络 SIS病毒传播模型的动力学方程。 利用非线性微分

动力学系统,研究病毒在自适应复杂网络上的传播行为,并通过分析非线性系统对应的雅可比矩阵特征方程,研究系统平

衡点的存在条件并对其作稳定性分析。 研究发现,当病毒传播阈值 R0 < 1时,系统的无病平衡点局部渐进稳定,不存在地

方病平衡点;当病毒传播阈值 R0 > 1时,系统无病平衡点不稳定,存在惟一的地方病平衡点,且该地方病平衡点局部渐进

稳定。 最后通过数值仿真验证了所得结论的正确性。 结果表明,当病毒传播阈值小于 1 时,病毒将逐渐消亡;当病毒传播

阈值大于 1 时,网络中的病毒将持续传播。
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Abstract:The adaptive network is the kind of network that reflects the relation of interaction and mutual feedback between node dynamics
and network dynamics. Based on a specific adaptive epidemic spreading model,in which the resetting probability is affected significantly,
linearly and positively by the virus transmission rate,a modified susceptible-infected-susceptible epidemic model with varied resetting
probability in adaptive networks is presented. Epidemic spreading dynamics is studied by nonlinear differential dynamic system. The exist-
ing condition and local stability of the equilibrium in this network model are investigated by analyzing its corresponding characteristic e-
quation of Jacobian Matrix of the nonlinear system. It is shown that when the epidemic threshold R0 < 1, the disease-free equilibrium is
asymptotically locally stable and endemic equilibrium does not exist. And if R0 > 1,the disease-free equilibrium is not stable and there
exists the only asymptotically locally stable endemic equilibrium. Numerical simulations are given to verify the results of theoretical analy-
sis. The result shows that when the epidemic threshold is less than 1,the disease will die out,and when the epidemic threshold is greater
than 1,the disease will continue to spread in the network.
Key words:adaptive network;resetting probability;epidemic threshold;stability

1 概 述
典型的病毒传播模型中,网络中所有节点的基本

状态有:易染状态 S (Susceptible)、感染状态 I ( Infec-

ted)、免疫状态 R (Recovered)。 针对这三种状态的不

同转换过程,人们提出了多种病毒传播模型,如 SI 模
型[1]、SIS模型[2]、SIR 模型[3]、SIRS[4]模型等。 Sator-
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ras等[5-7]通过对均匀网络和无标度网络中 SIS病毒传

播模型的研究发现,与均匀网络中存在的正的传播阈

值不同,无标度网络中的传播阈值趋近于 0,表明在极

低病毒传播率的无标度网络中,病毒也能够一直传播

下去。 但是,Satorras等的研究基于一个重要前提,即
病毒传播的网络为网络拓扑结构不变的静态网络,节
点的状态和网络中的边,相互独立,互不影响[5-7]。 然

而,在真实的病毒传播过程中,网络的拓扑结构并非是

静止不变的。 在现实网络中,非感染个体为了减少被

感染的概率,会有意识地断开与感染个体间的链接,并
随机地选择一个非感染个体形成新的链接,进而导致

整个网络拓扑结构的变化。 同时,网络拓扑结构的变

化,反过来又对病毒的传播过程产生影响,网络节点状

态和网络拓扑结构之间形成一种相互作用、相互影响

的反馈回路,这种具有反馈回路的系统称为自适应

网络[8]。
自适应网络作为复杂网络的一种特殊形式,能更

贴切地反映现实世界中病毒传播的真实状况,引起越

来越多的复杂网络研究者的关注,取得了许多重要成

果[8 -16]。 其中,Gross等[ 8- 9]提出自适应网络中的 SIS
模型。 Shaw等[10 -12 ]提出自适应网络中的 SIRS 模型。
鲁延玲等[13 -15 ]研究了自适应网络中病毒传播的稳定

性及其分岔行为。 宋玉蓉等[16]利用元胞自动机研究

了自适应网络中的 SIS病毒传播模型。 通过以上研究

发现,自适应网络作为一种动态系统,网络特征参数的

变化及相互关联可引起整个系统病毒传播行为的较大

差异。
自适应网络中,病毒以传播率 p 在群体中传播和

扩散。 当一个易染节点 S 发现其邻居节点被感染后

(该邻居节点变为感染节点 I ),会有意识地断开该链

接,并随机选择一个易染节点相连接。 这个过程以 ω
的概率发生,称为 SI-链接的自适应重置。 在以往的

研究中,往往假定 ω与病毒传播率 p无关。 然而,在实

际情况下,随着病毒在网络中的传播和扩散,病毒传播

率 p会不断发生变化,而 ω 也会相应地随着 p 的变化

而变化。 如 SARS[17]、H1N1[18]疫情突发时,随着感染

个体数目的增加,病毒传播率也呈增长趋势。 随着病

毒的不断传播和扩散,人们的防范意识也不断增加,导
致健康个体更加有意识地加强自我保护,自适应重置

概率 ω变大。 当疫情得到控制后,病毒传播率 p 慢慢

变小至 0,病毒在群体中慢慢消亡,群体中的所有个体

都成为 S节点,相应的, ω 也归为 0。 如此,实际情况

中病毒在群体中的传播率 p与自适应重置概率 ω表现

为某种程度上的正相关关系。
文中基于 Gross等提出的自适应网络中 SIS 病毒

传播模型,假定 ω与 p表现为简单线性正相关关系,利

用非线性微分动力学方程,分析和研究可变重置概率

自适应网络中病毒传播模型平衡点特征及其系统稳

定性。

2 重置概率可变的自适应网络 SIS模型
2. 1 理论模型

在自适应网络的 SIS 病毒传播模型中,研究自适

应重置概率 ω与病毒传播率 p呈现某种程度上的正相

关关系,理论模型中假定

ω = δp     (1)
其中, ω,p沂 (0,1) ,故必有 0 < δ≤1。
自适应网络 SIS传播模型中,节点有两种状态:易

染状态(或称健康状态) S 、感染状态 I 。 假设 S 节点

和 I节点在网络中的密度分别为 s,i ,则根据归一化条

件,得
s + i = 1    (2)
在自适应网络中,节点的状态处在不断变化的过

程中,即网络中链接所连接的节点状态会不断变化,因
此链接的属性也处于一个动态变化的过程中。 设 SI-
链接、SS-链接、II-链接的平均密度分别为 lSI,lSS,lII ,
则满足归一化条件

lSI + lSS + lII =
<k>
2   (3)

其中, <k> 表示网络的节点平均度。
根据 Gross等提出的自适应网络 SIS 病毒传播模

型的微分动力方程组[8-9],建立基于可变重置概率的

SIS病毒传播模型的动力学方程如下:
d
dt i = plSI - ri

d
dt lII = plSI(1 +

lSI
s ) - 2rlII (4)

d
dt lSS = ( r + δp) lSI -

2plSI lSS
s

Gross提出的微分动力学方程[8-9]显示了自适应网

络的网络节点动力学和网络拓扑动力学的特征。 简单

来说,方程组中方程 1 表示了病毒以概率 p沿 SI-链接

在网络中传播,同时,感染个体以概率 r恢复到易染状

态;方程 2 表示了 SI-链接与 II-链接相互转换的过程;
方程 3 表示的是 SI-链接以概率 ω 转换为 SS-链接的

过程。 在网络的自适应重置过程中,不允许出现重边

和自环。
将式(2)和式(3)代入式(4),得
d
dt i = plSI - ri

d
dt lSI = 2rlII +

2plSI
1 - i(

<k>
2 - lSI - lII) -
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plSI(1 +
lSI
1 - i) - ( r + δp) lSI (5)

d
dt lII = plSI(1 +

lSI
1 - i) - 2rlII

这样,将 Gross等提出的关于自适应网络 SIS模型

的微分方程组转变为关于 i,lSI,lII 的微分方程组,设 S

= {( i,lSI,lII) | i沂 (0,1),lSI≥0,0 ≤ lII≤
<k>
2 } 为系

统的非负集合。
2. 2 系统平衡点分析

当系统达到稳态时, i,lSI,lII 都达到一个稳定值而

不再随时间变化,此时方程组(4)右端为 0,解方程组

可以得到系统平衡解 E = { i,lSI,lII)} 奂 D 。
在稳态情况下,可以得到链接密度关于感染节点

密度的关系式:

lSI =
ri
p

lII =
i
2 (1 +

ri
p(1 - i))

lSS =
r + δp
2p (1 - i)

(6)

当 i = 0时,系统中感染节点的数目为 0,SI-链接、
II-链接的数目也为 0,即 lSI = 0,lII = 0,得到无病毒平

衡解:
E0 = ( i,lSI,lII) = (0,0,0)
当 i屹0 时,可以得到系统的地方病平衡解:
E* = ( i*,l*SI ,l

*
II ) 。

联立式(2)和式(5), i = i* 满足

(1 - δ) i2 + (2δ - <k> - 1) i + (<k> - δ - rp ) = 0

(7)
系统(5) 的基本再生数为

R0 =
p<k>
r + δp =

<k>

δ + rp

(8)

设 f( i) = (1 - δ) i2 + (2δ - <k> - 1) i + (<k> - δ

- rp )。 记 A = 1 - λ , B = 2λ - <k> - 1, C = <k> - rp
- λ ,已知 λ沂(0,1],<k> ≥1,可知B < 0。 分两种情

况讨论:
(1)当 δ = 1,A = 1 - δ = 0时,当且仅当 R0 > 1时,

此时 C > 0,方程(7)存在惟一正解 i* = - CB ,但 B + C

= δ - (1 + rp ) < 0,即
- C
B < 1,知 0 < i* < 1。

(2)当 0 < δ < 1时,有 A > 0,令 Δ = B2 - 4AC =

(<k> - 1) 2 + 4rp (1 - δ) ,知 Δ > 0,故方程(7)有两

个解:
当 R0 = 1时,有 C = 0,此时方程存在惟一正解 i* =

- B
A =

<k> - δ
1 - δ + 1 ≥ 2,不符合条件,舍去;

当 R0 > 1时,有 C > 0,方程(7)存在两个正解,较

小的正解为 i*1 =
- B - Δ
2A ,对应的地方病平衡点记

为 E* ,较大的正解为 i*2 =
- B + Δ
2A 。 取 i = 1,代入

式(7),有 f(1) = - rp < 0,因此较大正解 i*2 > 1,不符

合条件,舍去。
当 R0 < 1时,有 C < 0,此时方程(7)存在唯一正

解 i* = - B + Δ
2A ,同上例分析,知不符合条件,舍去。

综上所述,得到以下定理:
定理 1:在节点自适应重置概率与病毒传播率呈

线性正相关的自适应网络 SIS 模型中,系统总是存在

无病平衡点 E0;当系统基本再生数 R0 > 1,系统除了

存在无病平衡点 E0,还存在地方病平衡点 E* 。

3 平衡点的稳定性分析
3. 1 无病平衡点的稳定性

定理 2:当 R0 < 1 时,无病平衡点 E0 是局部渐进

稳定的。 当 R0 > 1 时,无病平衡点 E0 是不稳定的。
证明:无病平衡点 E0 = ( i,lSI,lII) = (0,0,0) 的雅

可比矩阵为 J0 为
- r p 0
0 (<k> - 1 - δ)p - r 2r
0 p - 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úr

矩阵 J0 的特征多项式为

M0 = λE - J0 = λ
3 + a1λ

2 + a2λ + a3
其中, a1 = p + 3r - pC ; a2 = r(p + 2r) - 3prC ; a3

= - 2pr2C 。

(1)当 R0 < 1时, C = <k> - δ -
r
p < 0。 显然 a1

> 0,a2 > 0,a3 > 0和 a1a2 - a3 > 0。 根据 Routh-Hur-
witz稳定判据,此时无病平衡点 E0 是局部渐进稳

定的。

(2)当 R0 > 1时, C = <k> - δ -
r
p > 0。 显然 a3

< 0,故矩阵 J0必有一个正特征值,根据 Routh-Hurwitz
稳定判据,此时无病平衡点 E0 是不稳定的。
3. 2 地方病平衡点的稳定性

定理 3:系统的地方病平衡点 E* 是局部渐进稳

·241·                     计算机技术与发展                  第 25 卷



定的。
证明:地方病平衡点 E* = ( i*,l*SI ,l

*
II ) 的雅可比

矩阵 M* 为

- r p 0
r( r + δp) i
p(1 - i) -

r2 i2

p (1 - i) 2
- p - 4ri1 - i 2r -

2ri
1 - i

r2 i2

p (1 - i) 2
p + 2ri1 - i - 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úr

矩阵 J* 的特征多项式 M* = λE - J* 为:

M* = λ3 + b1λ
2 + b2λ + b3

其中

b1 =
1
1 - i[(3 + i

*) r + (1 - i*)p]

b2 =
pr

(1 - i*) 2
[ - Ai*2 + ( 3rp - δ) i

* + 1 + 2rp ] =

pr
(1 - i*) 2

X

b3 =
2pr2 i*

(1 - i*) 3
[A( i* - 1) 2 + rp ]

根据 i* 满足方程(7),可得

X = ( 3rp - δ + B) i
* + 1 + 2rp + C

由于 p,r沂(0,1) 和 i*沂(0,1] ,显然有 b1 > 0,

b3 > 0。 对于 B + C = δ - 1 - r / p,有 X = 2rp 1 + i
( )* +

1( )+ C 1 - i( )* 。 当 R0 > 1时,C > 0。 从而 X > 0,

即 b2 > 0。 根据 Routh-Hurwitz稳定判据,当 b1b2 - b3
> 0 时,地方病平衡点 E*lar 是局部渐近稳定的。

4 数值仿真
以上通过理论证明,在自适应重置概率与病毒传

播率呈线性正相关的自适应网络 SIS 模型中,当系统

的基本再生数 R0 < 1,系统的无病平衡点局部渐进稳

定;当 R0 > 1,系统的无病平衡点是不稳定的,此时系

统中存在惟一的地方病平衡点 E* ,且 E* 局部渐进稳

定。 以下通过仿真验证结论的正确性。
设网络节点总数 N = 105,网络中链接总数 L =

106,则网络节点平均度为<k> = 20,设恢复率 r = 0. 4。
对于 ω = δp ,令 δ = 0. 5,使 p 分别取 (0. 005,0. 01),
(0. 1,0. 2),分别对应 R0 < 1,R0 > 1,数值仿真结果如

图 1、图 2 所示。
由图 1 知,当 p = 0. 01即 R0 < 1时,系统中病毒渐

渐消亡,系统存在无病平衡点,是不稳定的。 由图 2
知,当 p = 0. 1即 R0 > 1时,系统不仅存在无病平衡点,
还存在惟一的地方病平衡点,并渐进稳定于某个固定

值,与理论分析一致。

图 1 感染节点密度与时间关系图

图 2 感染节点密度与病毒传播率的关系图

5 结束语
文中建立了重置概率可变的自适应网络 SIS病毒

传播模型,用数学方法研究了系统的平衡点及其稳定
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性。 理论证明,在自适应重置概率与病毒传播率呈线

性正相关的自适应网络 SIS 模型中,当系统的基本再

生数 R0 < 1,系统的无病平衡点局部渐进稳定,不存在

地方病平衡点;当 R0 > 1,系统不仅存在无病平衡点,
还存在唯一的地方病平衡点,且局部渐进稳定。 最后

通过数值仿真验证了所得结论的正确性,对于研究网

络节点自适应重置概率与病毒传播率的关系对网络中

病毒传播的影响,具有较好的研究意义和参考价值。
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