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基于 Boltzmann方程的 TLEs电子分布特性研究

张华龙,黄朝艳,卜淑平
(南京航空航天大学 航天学院,江苏 南京 210016)

摘 要:中高层大气瞬态发光事件(TLEs)是临近空间研究的热点课题,研究 TLEs的辐射特性、扰动电子密度等问题的关

键在于求解电子能量分布函数(EEDF)。 文中基于玻尔兹曼方程数值模型,求解得到了 TLEs中气体随时间变化的 EEDF;
结合唯一变量法,获得了求解过程中的时间步长( δt )、电子能量网格间隔( △ε )、约化电场( E / N )、大气压强( P )、大气

温度( tgas )、麦克斯韦分布初始电子平均能量( tel )等对 EEDF的影响及其规律;提出了如何在实际复杂环境、变化电场

的情况下,利用 Boltzmann方程数值模型,并运用这些规律来求解 TLEs中气体 EEDF,以得到更加准确的结果。
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Research on Characteristics of Electron Energy Distribution Function
of TLEs Based on Boltzmann Equation
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Nanjing 210016,China)

Abstract:Transient Luminous Events (TLEs) in the upper atmosphere is a focus of near space,to solve the Electron Energy Distribution
Function (EEDF) is the key to research the TLEs’ problems of the radiation characteristics,the disturbed electron density and so on.
Based on the numerical model of Boltzmann equation,the time evolution of the EEDF is calculated;combined with the only variable prin-
ciple,found that many parameters,such as the time step ( δt ),the grid interval of electronic energy ( △ε ),reduced electric field ( E /
N), atmospheric pressure ( P ),atmospheric temperature ( tgas ) and initial electric average energy of Maxwell distribution ( tel ),have
influenced on EEDF and its regularity. Under the complicated environment and the changing electric field in the actual in order,how to
solve the EEDF of the gases in TLEs to get more accurate result using the numerical model of Boltzmann equation are identified.
Key words:TLEs;Boltzmann transport equation;electron energy distribution function;influencing parameters

0 引 言
随着技术的发展,临近空间飞行器在军事行动中

将发挥越来越重要的作用,其飞行所在的临近空间

(19. 8 ~ 100 km)受到了航天大国的高度关注[1]。 中

高层大气瞬态发光事件(Transient Luminous Events,
TLEs)恰好发生在这一空间区域。 TLEs 是由对流层

闪电向上诱发的,发生于活跃雷暴云上空平流层和中

间层的一类快速大气放电现象。 根据光辐射的形态特

征和发生位置的不同,可将 TLEs 归纳为 Red Sprites、
Blue Jets、Gigantic Jets和 Elves[2-3]。

目前,国内外的研究者们[4-10]主要从中层闪电的

辐射特性、对地球环境的影响等方面开展了大量研究。
解决此类问题的关键在于求解电子能量分布函数(E-
lectron Energy Distribution Function,EEDF)。 中高层

大气电离度极低,属于低温非平衡态的等离子体放电,
EEDF可以通过求解玻尔兹曼方程来求解。

求解玻尔兹曼方程的方法可以追溯到 Lorenz 为
研究电子在金属里传输,用一个球对称项和一个小的

矢量来展开的方法,获得分布函数。 该方法在 20 世纪

30 年代被 Allis 运用于弱电离大气中的电子,在 1946
年被 Holstein进一步改进。 随着计算机和数值分析方

法的推广,该方法在 20 世纪 60 年代被 Phelps 和他的

团队广泛应用于计算电子与原子和分子发生非弹性碰
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撞而造成的能量损失。 他们通过为大气中电子群的运

输特性建模来获得电子碰撞截面,作为求解玻尔兹曼

方程整个过程的一部分。 后来,Rockwood、Elliot 和
Greene采用有限差分的方法来求解玻尔兹曼方程。
这种方法不仅简化了求解过程,还能同时处理多个随

时间独立的碰撞过程[11-12]。
ELENDIF程序[13]是在上述基础上改进得到的程

序。 ELENDIF用球函数两项展开的方法对玻尔兹曼

方程进行求解。 这个程序在 1972 年,由韦恩州立大学

为研究 CO放电层的能量传输过程建立的模型的最初

代码上发展而来。 由于在放电过程中有大量横截面被

电子振动激发,电子能量分布函数呈高度非麦克斯韦

-玻尔兹曼函数。 后来,这个程序在天体物理学研究

所的联合实验室和美国劳伦斯利弗莫尔国家实验室得

到了继续改进。 但在放电、准分子激光和激光产生等

离子体的研究中,更多的物理过程需要考虑。 如电子

-电子、电子-离子碰撞、逆轫致辐射、电离和吸附过程

会改变电子数密度。 这个程序根据不同的应用得到不

断改进。
现在,在有限的近似条件下,基于 Boltzmann 方程

的 ELENDIF程序能够计算随时间变化的能量分布函

数,处理非弹性碰撞、完全弹性碰撞、电子-电子、质子

-电子碰撞过程,吸附、符合和电离等。 而实际的 TLEs
环境参数与由雷暴云激发的电场是复杂、变化的。 因

此,该程序尚不能满足需求。 文中采用唯一变量法,得
到 EEDF随时间步长、能量网格间隔大小、约化电场、
大气压强、大气温度、麦克斯韦分布初始电子平均能量

等参数的变化规律;分析如何在实际中复杂环境、变化

电场的情况下,运用这些规律来求解 TLEs 中气体的

EEDF,以得到更加准确的结果。

1 Boltzmann方程数值模型与计算过程
1. 1 Boltzmann方程理论

低电离层的电离度是很低的,特别是在夜间。 可

以用玻尔兹曼方程(Boltzmann Equation)来描述电子的

动力学行为。 通过玻尔兹曼方程计算电子的能量分布

函数。 方程如下[14]:

( ааt + v·▽r +
eE
m·▽v) f(r,v,t) = (

аf
аt ) c (1)

式(1)中右边是碰撞项,而 f(r,v,t) 的函数即为

要求的解,描述电子在空间和速度(即能量)的分布机

率。 假设空间上均匀,即与位置 r 无关,将分布机率

f(r,v,t) 做两项的球谐展开,有

f( t,v) = f0( t,v) +
v
v ·f1( t,v) (2)

式中, f0( t,v) 为球对称的电子能谱; v
v ·f1( t,v)

为非对称项,若电场方向为 z ,则此项为 f1( t,v)cosθ 。
将上式代入玻尔兹曼方程,经整理后得到两项球

谐式表达如下:
аf0
аt =

eE
m
1
3v2
а(v2 f1)
аv + Q( f0) (3)

f1 =
eE
mvm
аf0(v)
аv (4)

式中, Q( f0) 为非弹性碰撞下损失某能量区间电

子数; vm 为碰撞频率。
将上式代入两项的球谐函数展开方程第一式,并

将 f0( t,v) 改写为 n(ε,t) ,其中 ε = mev
2
e / 2。 那么随时

间变化的电子能谱的基本公式为:
аn
аt =

а
аε(Aε

3 / 2 а
аε
n
ε1 / 2
) + Q(n) (5)

A =
e2E0

2

3m
vm

w2 + vm
(6)

考虑气体与电子间动量的转移、非弹性、弹性碰撞

及超弹性碰撞过程,更完整的表达形式如下:
аn
аt = -

аJ f
аε -

аJel
аε +

∑
s,j
Ns
0[Rsj(ε + ε sj)n(ε + ε sj) - Rsj(ε)n(ε)] -

∑
s,j
Ns
j[Rsj

*(ε)n(ε) - Rsj
*(ε - ε sj)n(ε - ε sj)]

(7)
其中

J f =
2Ne

2 (E / N) 2ε
3m (2ε / m) 1 / 2∑

s
δ sσ s(ε)

( n2ε -
аn
аε)

Jel = - N (
2ε
m )

1 / 2

∑ s
δ s
2m
M2
σ e(ε)[n(

kT
2 - ε) -

kTε аnаε]

Rsj(ε) = (
2
m )

1 / 2

[ε1 / 2σ sj(ε)]

Rsj
*(ε) = ( 2m )

1 / 2

[
(ε + ε sj)
ε1 / 2

σ sj(ε + ε sj)]

N =∑
s,j
(Ns

0 + Ns
j)

n(ε) = ne f0(ε)ε
1 / 2

使 f0 ∞ n(ε)dε = ne
式中, s为受激发气体种类; j为受激发气体能态;

J f 为代表从电场中获得的能量; Jel 为弹性碰撞损失;
Rsj 为电子激发 s 气体从基态到激发态 j 的碰撞截面;
Rsj
* 为电子与激发态 j的 s 气体产生超弹性碰撞的碰

撞截面; ne(ε) 为电子能量分布函数。
式(7)中右边第一项为电子能谱的基本展开;第

二项为弹性碰撞损失项;第三项为非弹性碰撞;第四项

为超弹性碰撞。
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一般地,Boltzmann 方程没有解析解,数值解也是

很复杂的过程,只能在一定的假设条件下才能进行。
Taranenko等用球函数微展开的方法,在电场作用下,
对 Boltzmann方程数值求解,用于计算电离层 D 区电

子的二次电离和附着频率以及稳态时电子的平均能量

等。 文中将分布函数两项球展开,并将 f0( t,v) 改写为

n(ε,t) ,再将 n(ε,t) 转化成 n 个网格点上的能量

n(ε i,t) ,并使 n(ε i,t) = n i( t) ( i = 1,2,…, n ),得到

有限差分向量。 方程表示如下:
аn
аt = A·n + B( t)·n + C[n( t)·n + Q( t)]

(8)
式中, A 为电场,弹性碰撞,非弹性碰撞,超弹性

碰撞过程的常系数矩阵; B 为随时间变化过程(如复

合)的系数矩阵; C 为随电子数密度变化过程(如电子

-电子碰撞)的系数矩阵; Q 为外部电子源(如电子

束)。
对式(8)进行数值解算,最终得到电子能量分布

函数。
1. 2 计算过程

文中首先依据唯一变量原则,取得时间步长

( δt )、电子能量网格间隔( △ε )、约化电场( E / N )、
大气压强( P )、大气温度( tgas )、麦克斯韦分布初始

电子平均能量( tel )等参数的合理值,然后采用基于

Boltzmann方程的 ELENDIF程序来计算电子能量分布

函数,最后分析所得电子能量分布函数的特性与规律。

2 计算结果与分析
采用基于 Boltzmann方程的 ELENDIF程序计算所

得的电子能量分布函数与分析如下:
2. 1 随时间变化的电子能量分布函数

取 E / N =10 Td(1 Td=1e-17 V·cm2)、初始分布

为平均能量 1 eV的麦克斯韦分布、时间步长 δt = 1. 0e
-11s。 当时间步数取不同值时就可以得到不同时刻的

电子能量分布函数。 如图 1 所示,电子能量分布函数

图 1 E / N =10 Td,时间步长为 0. 01 nsec时

不同时刻的电子能量分布函数

在达到稳定之前,随时间的增加逐渐向低能段移动,高
能段分布的电子减少,即向 Maxwellian分布靠近,最终

趋于稳定,电子能量分布函数趋于 Maxwellian分布。
2. 2 时间步长与网格间隔大小对分布函数的影响

由上述可知,电子能量分布函数随时间增加最终

趋于稳定,在达到稳定之前,是随时间变化的。 在实际

的数值求解过程中,要想得到随时间变化的电子能量

分布函数,需要给定时间步长 δt 。 如图 2(a)所示,在
满足 max(δtAij) < 1条件的情况下,随着 δt 减小,在高

能段分布的电子减少,在低能段分布的电子增加,电子

能量分布函数向 Maxwellian 分布靠近,趋于稳定的速

度越快;在 δt 较小时,再减小 δt ,电子能量分布函数的

变化不再明显,但在数值计算过程中,要得到某一时刻

的电子能量分布函数时, δt 越小,需要的时间步数越

多,这使得计算效率降低。 因此,需要取一个适当

的 δt。
实际在解算矩阵时将电子能量分割成能量间隔为

△ε的 n个网格点。 在 (k - 1)△ε和 k△ε之间的电子能

量定义为 nk 。 然后,将方程(8)转化为 n 个点集的差

分方程进行求解。 如图 2(b)所示,电子能量范围相同

时,当网格数小于 200,即网格间隔大于 0. 025 时,网格

数越大,即网格间隔越小,在高能段分布的电子减少,
在低能段分布的电子增加,电子能量分布函数向 Max-
wellian分布靠近;当网格数大于 200,即网格间隔小于

0. 025 时,网格数增加,电子能量分布函数几乎没有变

化。 在解算过程中,增加网格数,计算速度会明显变

慢,因此,当网格间隔为 0. 025 时,可以认为计算所得

到的电子能量分布函数的误差已经很小,在误差范围

内,不需要再增大网格数以减小网格间隔大小了。

图 2 E / N =10 Td时的电子能量分布函数

2. 3 约化电场对分布函数的影响

文中采用点电荷模型计算得到雷暴云放电后形成

的 QE电场,并将它转化为约化电场 E / N 作为输入变

量,对玻尔兹曼方程进行求解。 从图 3 中可以看出,大
部分电子的能量较低,高能电子比例很少,电子能量高

于 10 eV的分布几率小于 0. 02。 随着约化电场不断增
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强,最大分布几率降低,能量分布范围显著增大,低能

电子减少,高能电子增多,分布几率向高能方向移动,
愈发背离 Maxwellian分布。 这是由于约化电场明显增

大,电子由电场获得能量的效率增加,弹性碰撞逐渐减

少,非弹性碰撞起主要作用,能量超过非弹性碰撞阈值

的电子数增加造成的,与实验结果一致。 E / N ≤30 Td
时,电子能量低于 10 eV,最高几率为 0. 85(10 Td)和
0. 55(30 Td); E / N = 50 ~ 400 Td,最大电子能量逐渐

增大,分布几率为 10- 5的电子能量范围从 11. 5 eV 到

52 eV,最大能量分布几率降到 0. 05 以下。 E / N ≥100
Td时,部分电子分布在能量大于 18. 8 eV 的能段

( 1NH2
+ 带系阈值),即会有一部分气体分子因与该能

段的电子进行碰撞而发生电离、二次电离等过程,高能

段电子分布几率随约化电场显著增加。

图 3 不同约化电场的电子能量分布函数

2. 4 大气参数对电子能量分布函数的影响

大气压强与大气温度都是气体的重要参数,且与

气体的平均动能相关。
从图 4(a)中可以看出, t =1 ms, P =2 pa时,电子

能量分布函数基本趋于稳定,而 P <2 pa 时,电子在高

能尚有较多分布,较偏离 Maxwellian 分布,要达到稳

定,需要更长时间。 因此,大气压强越大,电子能量分

布函数趋于稳定越快。

图 4 E / N =10 Td时不同大气参数下的

电子能量分布函数

理想气体压强与气体分子平均动能有如下关系:

P = 23 n0(
1
2 mv

2) = 23 n0εk (9)

式中, n0 为分子数密度; v 为气体分子平均速度;
εk 为气体分子平均动能。

从式(9)中可以看出,气体压强与气体分子平均

动能成正比,气体压强越大,气体分子的平均动能越

大,分子的平均动能越大,分子热运动的程度越剧烈。
因此,气体压强越大,电子与气体、气体与气体间的碰

撞反应越快,反应达到稳定的速度就越快。
实际大气环境中,大气的压强随着高度的增加逐

渐减小。 设海拔高度 h处的温度为 T ,气压为 P ,重力

加速度为 g ,地面的海拔高度为 h0,温度为 T0,气压为

P0,重力加速度为 g0。 在给定高度处的大气压强,等
于它上面单位截面积空气柱施加的压力[15],则

dP = - ρ(h)g(h)dh (10)
式中, ρ(h)为高度 h处的大气密度; g(h)为高度

h处的重力加速度。
根据理想气体状态方程,可得气体密度表达式:

ρ(h) = mV =
Pμ
RT (11)

式中, V 为气体体积; m 为体积 V 内所含气体重

量; μ为空气摩尔质量; R 为气体常数,为 8. 314 3 J /
K·mole。

将式(11)代入式(10)得:
dP
P = -

μg(h)
RT dh (12)

对式(12)两边积分得:

P = P0exp( - ∫h
h0

μg(h)
RT dh) (13)

其中,根据万有引力定律, h处重力加速度为

g(h) =
g0

(1 + h / r) 2
(14)

式中, r为地球半径。
在实际求解中,需要根据实际大气环境中的压强

来计算电子能量分布函数,以得到准确结果。
从图 4(b)中可以看出,同一时刻,随着温度升高,

电子能量分布函数向高能段移动,分布在高能段的电

子越多。 理想气体的物态方程为:

PV = mMRT =
N0
NA
RT (15)

其中, n0 =
N0
V ;T为气体温度; V为气体体积; R为

常数;又 k = RNA
= 1. 38 × 10 -23 J,将式(9)带入式(15)

得:

εk =
3
2 kT (16)

·702· 第 9 期          张华龙等:基于 Boltzmann方程的 TLEs电子分布特性研究



式(16)表明分子的平均平动动能与气体的温度

成正比;气体的温度越高,分子的平均平动动能越大。
实际大气环境中,气体温度在 TLEs发生的空间范

围(约 20-100 km)内有显著变化。 从 20 km 到约 30
至 35 km处,是平流层下部,气温随高度增加不大。 平

流层上部主要由于臭氧吸收太阳辐射导致温度迅速升

高,平均每升高 1 km,温度升高 5 摄氏度,至平流层顶

温度达到最大值约 280 K。 从平流层顶至约 85 km 高

度的中间层中,温度随高度增加而降低,主要是因为臭

氧比较稀少,并且氮、氧能够直接吸收的短波长辐射已

被上层大气吸收,中间层顶(85 km)的气温下降至 190
K甚至更低。 从中间层顶至 120 km的低热层,温度随

高度的增加而升高,热层中的 N2、O2、O 气体在太阳辐

射以及宇宙射线的作用下,处于高度电离状态,因而又

称电离层,而 TLEs 发生的最高处也正位于电离层底

部,低热层包含了电离层 D层和 E层的下部[16]。
造成大气温度扰动的因素有很多,由于大气的加

热主要来源于吸收地面的辐射及太阳的辐射,辐射的

强度及辐射在大气中的传播的波动均会对大气温度产

生影响。 近年对大气温度的研究也表明,重力波的破

碎以及空气动力学中的风场也会对大气温度产生

扰动。
因此,在实际求解中,需要基于现有的大气温度模

型,获得实际大气环境中的温度来计算电子能量分布

函数,以得到准确结果。
2. 5 麦克斯韦分布初始电子平均能量对分布函数的

影响

数值解算过程中,电子能量分布函数是以电子平

均能量 tel的值为初始分布的。 从图 5 中可以看出,麦
克斯韦分布初始电子平均能量对高能段的电子分布影

响较大。 随着 tel 增大,电子分布在高能段的机率增

加。 由数值分析的初值问题可知,初值的给定对于求

解微分方程比较重要,因此,在求解电子能量分布函数

图 5 E / N =10 Td时不同初始电子平均

能量的电子能量分布函数

时,需要根据已有的理论,选取合适的初值 tel ,以得到

更加准确的结果。

3 结束语
电子能量分布函数可以反映电子在各个能段的分

布情况。 在 TLEs的研究中,基于电子能量分布函数,
可以分析得到电子与粒子反应的过程;计算辐射、扰动

电子密度、电子平均能量、电子迁移率等。 因此,得到

准确的电子能量分布函数对于研究 TLEs 至关重要。
文中采用基于 Boltzmann方程的 ELENDIF程序计算了

TLEs中气体电子能量分布函数,得到了 EEDF 随参数

的变化规律,经分析与总结还得到以下结论:
(1) ELENDIF 程序在计算随时间变化的 EEDF

时,在时间步长都满足 max(δtAij) < 1 的同时还要考

虑 δt 不同时对 EEDF 的影响。 δt 越短 EEDF 趋于稳定

越快,当 δt 较短时,EEDF 趋于稳定的速度变化不大,
但随着 δt 值减小,计算步数的增多会使得计算速度明

显减慢。 因此需要综合考虑选择一个适当的 δt 。
(2)约化电场是重要的输入参数,约化电场不同

时,电子与电子和其他粒子产生的反应不同,EEDF 趋

于稳定的速度也不同。 因此,当约化电场不同时, δt需
要做相应的改变。

(3)能量网格间隔大小影响计算精度,间隔越小

误差越小,但计算所需时间越长。 经实验计算当间隔

大小小于 0. 025 时,误差已经很小,基本可以满足条

件了。
(4)大气压强、大气温度、麦克斯韦分布初始电子

平均能量会影响 EEDF趋于稳定的速度与电子分布情

况,因此需要基于已有模型,将算得的实际值作为参数

才能得到精确结果。
TLEs中大气压强、大气温度、初始电子数密度等

参数不是定值而是变化的。 目前,基于 Boltzmann方程

的 ELENDIF程序是在有限的近似条件下,计算得到

EEDF的,因此,要得到实际中复杂环境、变化电场下,
TLEs中气体的 EEDF,就需要考虑当这些参数改变时,
为程序做相应的调整。 这样就可以获得 TLEs 中气体

更加贴近实际的电子能量分布函数,也为更加准确地

解决 TLEs的相关问题提供了基础。
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通过实验结果可知,使用文中提出的方法虽然达

不到手工方法的准确率,但其节省人力物力,节省时

间,并能大致地反映文本内容。

5 结束语
所提出的基于语料库和规则库的石油领域本体自

动构建的方法,利用预处理软件对文本特征进行抽取,
利用语料库区分概念和属性,利用规则库建立概念属

性之间的关系,较传统的手工方法有明显的优势。
当然,文中的研究内容还存在需要提高的方面。

比如,语料库中存放的语料不全面,规则库中存放的规

则不完全,这些因素影响概念、属性抽取的准确率,直
接导致本体自动构建时间的增加。 这些问题,都将作

为今后的研究内容。
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