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摘 要:数据挖掘中如何根据数据之间的相似度确定簇(Cluster)数一直是聚类算法中需要解决的难题。 文中在经典谱聚

(Spectral Clustering)算法的基础上提出了一种基于特征间隙检测簇数的谱聚类算法(Spectral Clustering with Identifying
Clustering Number based on Eigengap,SC-ICNE)。 通过构建规范的拉普拉斯矩阵,顺序求解其特征值和相应特征向量,并得

到矩阵相邻特征值的间隙,通过判断特征间隙的位置来确定簇数 k 。 最后,通过对前 k个特征向量的 k -means算法实现数

据集的聚类。 文中通过仿真分析了高斯相似度函数对 SC-ICNE聚类性能的影响,在非凸球形数据集和 UCI数据集上进行

了性能仿真,并和 k -means聚类算法进行了对比,在检测簇数和聚类准确性方面,验证了 SC-ICNE算法的有效性。
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A Spectral Clustering Algorithm with Identifying Clustering Number
Based on Eigengap
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Abstract:Choosing the number k of clusters based on the degree of correlation is a general problem for all clustering algorithms. Based on
the classical spectral clustering algorithm,propose a Spectral Clustering with Identifying Clustering Number based on Eigengap (SC-IC-
NE) algorithm. The SC-ICNE algorithm computes eigenvalues and corresponding eigenvectors of normalized graph Laplacians sequen-
tially. Furthermore,the number of cluster k can be identified via the eigengap between the adjacent eigenvalues. Finally,the data can be
clustered using the first k eigenvectors with the k -means algorithm. In the simulation,the effect of the Gaussian similarity function on the
cluster performance of SC-ICNE is discussed,and compare the cluster performance of SC-ICNE with the k -means algorithm in non-
spherical convex data set and the UCI data set. Simulation results show that the SC-ICNE algorithm achieves high performance in terms
of clustering accuracy and identifying the cluster number.
Key words:spectral clustering;clustering number;eigengap;Gaussian similarity

0 引 言
聚类[1-2]是一种常用的数据分析方法,它将数据

集分成不同的簇,使簇内数据之间尽可能相似,而不同

簇的数据之间尽可能不同。 聚类研究是近年来机器学

习领域的研究热点[3],它被广泛应用于统计、计算机科

学、生物和社会科学等领域中[4]。 聚类算法多种多样,
一般分为以下几类:层次化聚类算法[5]、划分式聚类算

法、基于密度和网格的聚类算法[6-7]等。 如经典的 k -
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means聚类算法[8]就属于划分式聚类算法。 以上经典

的聚类算法都存在着各种缺点[9],如大多数聚类算法

需要预先给出参数,层次化聚类算法聚合或分裂过程

的有效终止条件不易明确, k -means等划分式聚类算

法不同的初始条件会导致不同的聚类结果等。
近年来,谱聚类算法[10-11]是聚类算法中非常热门

的一个研究方向。 谱聚类算法是一种基于两点间相似

关系的聚类方法[12],基本思想是对数据集构造邻接矩

阵,转换成拉普拉斯矩阵,通过求解拉普拉斯矩阵的特

征值[13]来对邻接矩阵进行数据降维[14],再用 k -means
或其他的传统聚类方法对特征向量聚类[15]。 相比于

传统聚类算法(如 k -means 聚类和 EM 算法[16] ),谱
聚类算法不关心数据集的形状,对非凸球形数据集也

能有效聚类,而且实现简单,更适用于大型数据集。 谱

聚类算法的难点在于邻接矩阵的构造和簇数的

检测[17]。
文献[18]提到,当数据簇数为 k时,该数据集对应

的拉普拉斯矩阵特征求解后,前 k 个特征值数值接近

于 1,而第 k + 1 个特征值相对于第 k个特征值将迅速

减小。 这为簇数的探测提供了理论基础,但是在数据

集合比较大的情况下[19],如何快速有效地探测出特征

间隔,并在此基础上如何快速进行谱聚类算法,还存在

很大挑战。
针对上述谱聚类算法存在的问题,文中提出一种

基于特征间隙的检测簇数的谱聚类算法 SC - ICNE
(Spectral Clustering with Identifying Clustering Number
based on Eigengap),通过构建基于邻接矩阵的规范的

拉普拉斯矩阵,对拉普拉斯矩阵特征求解,并按照特征

值从大到小的顺序依次进行,获得矩阵相邻特征值的

间隙,通过判断特征间隙的位置来确定簇数 k ,所以只

需求解出前 k + 2 个特征值和对应的特征向量就能确

定 k值,而不是求出矩阵的全部特征值,因此减少了特

征求解的计算量。 最后,通过前 k 个特征向量的 k -
means算法实现数据集的聚类。

1 谱聚类算法模型
谱聚类是建立在图论中的谱图 ( spectrum dia-

gram)理论基础上,其本质就是将聚类问题转化为图

的最优划分问题[2]。 将一组数据集 x
-
= (x1,…,x i,…,

xn,x i 沂 R
d) 看作一个图 G(V,E),n为数据集中的数

据项的数量,其中每一个样本数据 x i 对应图中的点 v i
沂 V,eij 沂 E为点 v i 和 v j 间的连接边, w ij 为 eij 上的权

重值即相似度,图 G(V,E) 的邻接矩阵 W定义为

W ij =
w ij, 如果 v i 和 v j 之间存在边 eij
0,{

其他
(1)

两点间的相似度可以有很多种表示方法,最常用

的就是高斯相似度,表示为

w ij = exp( - x i - x j
2 / 2σ2), i≠ j

w ij = 0,
{ i = j

(2)

其中, x i 和 x j 代表数据集中的任意不同数据项;
w ij 代表 x i 和 x j 两点间的相似度; σ 是一个尺度参数,
对谱聚类算法性能影响很大。

谱聚类问题就可以看成是图的最优划分问题[5],
即按照一定的划分准则将图划分为最优的几个子图,
从而使子图内部相似度最大,子图间的相似度最小。
谱聚类算法首先需要构建对角矩阵 D 和非规范的拉

普拉斯矩阵。

d ii =∑
k
w ik (3)

L = D - W  (4)
在此基础上,构建规范的拉普拉斯矩阵

Lsym = D -
1
2 LD -

1
2 = I - D -

1
2WD -

1
2 (5)

为了方便计算,设

Hsym = D -
1
2WD -

1
2 (6)

为规范的拉普拉斯矩阵另一种表达形式,显然有

下面性质:
λ i(Lsym) = 1 - λ i(Hsym) (7)
其中, λ i(Lsym) 和 λ i(Hsym) 分别是 Lsym 和 Hsym 的

第 i个特征值。 且 Hsym 的特征值满足[10]:
1 = λ0(Hsym) ≥ λ1(Hsym) ≥ …≥ λ n-1(Hsym)

(8)
并且,对应的特征向量分别为 f0(Hsym),f1(Hsym),

…,f n-1(Hsym) 。
谱聚类算法对 Hsym 进行特征求解。 如果数据集

的簇数是 k ,就对 f1(Hsym) 到 f k-1(Hsym) 特征向量组成

n × (k - 1) 矩阵 U (注意: f0(Hsym) 不包含聚类信

息),将这 U的行向量 ui( i 沂 n) 分别作为数据点,从

而得到原数据集 x
-
= (x1,…,x i,…,xn,x i 沂 R

d) 到特

征数据集 u
-
= (u1,…,ui,…,un,ui沂R

k-1) 的转换,并

在 u
-
上进行 k -means聚类运算。 比如一组由 15 个二

维数据点构成的点集如图 1(a)所示,对其构建规范的

拉普拉斯矩阵并进行特征求解,因为已知数据集的簇

数为 k =3,故取前 2 个特征向量组成的 n × 2 矩阵 U,
特征数据集如图 1(b)所示。

可以清楚的看出,两个特征向量构成的特征数据

集相对于原数据集,更加明显地聚成三个簇:Cluster
A :{1,2,3,4,5},Cluster B :{6,7,8,9,10,11,12},
Cluster C :{13,14,15,16,17,18,19,20}。 因此,对变

换后的特征数据集使用经典的聚类算法,聚类会更加

准确,收敛的速度也会加快。
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图 1 数据集谱聚前后示意图

2 基于特征间隙的检测簇数的谱聚类算法
在谱聚类算法中,簇数 k 是作为输入参数提前给

定的。 但实际上,并不能根据数据本身就提前获得其

簇数 k 。 因此谱聚类算法中 k 值的自动确定,即自动

谱聚算法,是谱聚算法的一个关键问题。
理想情况下,聚类过程的簇定义为全连接子集,簇

间没有连接,规范的拉普拉斯矩阵Hsym的 λ0(Hsym) = 1
对应的特征向量是包含聚类信息的指示向量( indica-
tor vectors) [10],并且 λ0(Hsym) = 1对应的特征向量个数

和簇数 k相同。 根据摄动理论,在实际非全连接聚类

情况下,簇数为 k时, Hsym 特征值按从大到小排列,则
前 k个特征值接近于 1,第 k + 1个特征值会明显变小,
即可以利用相邻特征值之间的特征间隙(eigengap)来
检测簇的个数 k 。 文中特征间隙定义如下:

η( i) = λ i +1(Hsym) / λ i(Hsym), i沂0,1,…,n - 2,

(9)
并且,根据式(8),当数据集的簇数为 k时,满足下

列条件:
η( i) ≤ 1 ∩ η( i) → 1
    if( i = 0,1,…,k - 2) ∩ (k > 1)
η(k - 1) 垲 1
η( i) ≤ 1 ∩ η( i) → 1 if i = k≤ n -

ì

î

í

ê
ê

ê
ê 2

(10)

从上式可知,如果能依次求出 η( i) ( i沂0,1,…,

n - 2),当 η( i) 出现第一个极小值点, i + 1就等于簇

数 k。 而且,当算法求出数据集的簇数 k,矩阵的特征

求解便可结束。 因为簇数 k 远小于数据点的个数 n ,
从而只需要依次求出 λ i(Hsym)( i = 0,1,…,k + 1 垲
n),而不需要计算出 Hsym 所有的特征值及其对应特征

向量,这样可以大大减少特征求解的计算量。
Hsym 特征值顺序求解法,不是文中论述的重点,具

体可参看文献[20],基本思想简述如下: Hsym 经过

Householder变换转换为三对角矩阵 Hsym ,根据 Ger-
shorin定理,可以求出 Hsym 的特征值 λ i(Hsym) 所分布

的区间;然后,利用 Sturm sequence 性质可求出 a(子) ,
即小于 子 的 λ i(Hsym)( i = 0,1,…,n - 1) 的个数;最
后,利用二分法逐次逼近,依次得出 λ i(Hsym) 的近似

值,并根据 Inverse Power算法求出对应的特征向量。
文中提出的算法 SC-ICNE的步骤如下:
输入:数据集 (x1,…,x i,…,xn,x i 沂 R

d)
Step1:构建对应的图 G(V,E) 高斯相似度邻接矩

阵 W ;
Step2:根据公式(6),构建规范的拉普拉斯矩阵

Hsym = D -
1
2WD -

1
2 ;

Step3:经过 Householder变换为三对角矩阵 H
^

sym ;
根据 Gershorin定理,可以求出 Hsym 的特征值 λ i(Hsym)
所分布的区间;

Step4:利用 Sturm sequence 性质可求出 a(子) ,即
小于 子 的 λ i(Hsym)( i = 0,1,…,n - 1) 的个数;

Step5:设 i = 0;
Step6:利用二分法逐次逼近,依次得出 λ i +1(Hsym)

和 λ i +2(Hsym) 的近似值,并根据 Inverse Power 算法求

出 f i +1(Hsym) 和 f i +2(Hsym) ;
Step7:计算 η( i) = λ i +1(Hsym) / λ i(Hsym) 和 η( i +

1) = λ i +2(Hsym) / λ i +1(Hsym);
Step8:判断是否满足式(10),如果不满足, i = i +

1,转到 Step6,否则,转到 Step9;
Step9:分簇数 k = i + 1, f1(Hsym) 到 f k-1(Hsym) 特

征向量组成 n × (k - 1) 矩阵 U ;
Step10:将这 U的行向量 ui( i沂 n) 作为特征数据

集 u
-
= (u1,…,ui,…,un,ui 沂 R

k-1) ;

Step11:并在 u
-
上进行 k -means聚类运算,得到簇

C1,C2,…,Ck ;
Step12:得到原始数据集所分得的簇: A1,A2,…,

Ak , 其中 Ai = j | u j 沂 C{ }
i 。

SC-ICNE 算法最大的计算开销在于 Householder
变换,计算复杂度为 O(n3) ,但是考虑到 SC-ICNE 只

需要按顺序计算出 k + 1 垲 n个特征值和特征向量,而
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且对变换后的特征数据集 u
-
使用聚类算法,聚类会更

加准确,收敛的速度也会加快。
对如图 2 所示的 125 个数据的数据集使用 SC-IC-

NE算法进行簇数估计,从图上可明显看出簇数 k应该

等于 6。 为了验证检测簇数的有效性,使用表 1 对 SC-
ICNE算法过程进行记录。

图 2 验证性的数据集的分布情况

表 1 SC-ICNE运算过程

i λ i(Hsym) η( i - 1) 式(10)条件是否满足

0 1. 000 0

1 0. 999 1 0. 999 1 否,算法继续

2 0. 993 9 0. 994 8 否,算法继续

3 0. 983 4 0. 989 4 否,算法继续

4 0. 938 1 0. 954 0 否,算法继续

5 0. 924 2 0. 985 1 否,算法继续

6 0. 07 0. 075 2 否,算法继续

7 0. 045 5 0. 653 0 是,算法结束, k = 6

  SC-ICNE 算法在计算到 λ7(Hsym) 时,满足了式

(10)的条件,即当 i = 0,1,…,4时, η( i) 相差不大,都
略小于 1;当 i = 5 时, η( i) = 0. 075 垲 1;当 i = 6 时,
η( i) = 0. 653;说明当 i = 5时,特征间隙 η( i) 出现了

第一个极小值点,根据 SC-ICNE 算法,簇数 k 等于 6,
从而验证了本算法在簇数探测方面的有效性,并且可

以看出,SC-ICNE算法只需要按照顺序计算前 7 个特

征值及对应的特征向量,而不是求出所有的 125 个特

征值和特征向量,大大减少了特征计算量。

3 仿真及分析
为了进一步验证 SC-ICNE算法的有效性,分析其

聚类性能。 首先,使用高斯相似度函数来模拟不同数

据环境,并讨论不同参数对 SC-ICNE 算法性能的影

响;然后,使用典型的同心圆环数据集和标准的 UCI数
据库中的 4 组数据集,分别对比了 SC-ICNE 算法和 k
-means算法的聚类性能。 文中所有的仿真都在随机

的数据环境和标准的数据集基础上,使用 Matlab 工具

进行了性能对比和分析。

(1)SC-ICNE算法在不同高斯相似度函数下的检

测簇数性能分析。
聚类仿真中,一般用高斯相似度函数形成邻接矩

阵,来模拟不同的相关度的数据集:
w ij = exp( - x i - x j

2 / 2σ2), i≠ j

w ij = 0,
{ i = j

(11)

其中, x i 和 x j 代表数据集中的任意不同数据项;
w ij 代表 x i 和 x j 两点间的相似度; σ是一个可调节的尺

度参数,对谱聚类算法性能影响很大。
下面讨论不同 σ 下的高斯相似度对 SC-ICNE 算

法的影响。
由相 似 度 定 义 可 知, 当 σ 较 小 时, w ij 随

x i - x j 变化陡峭,对数据点之间的距离比较敏感;
相反,当 σ 较大时, w ij 随 x i - x j 变化缓慢,分簇效

果不明显。 在仿真过程中,对于给定的数据集,可以通

过设置不同的 σ 值来得到所期望的簇数。
通过控制各簇之间的重叠范围大小,可以生成不

同聚类效果的数据集:当各簇之间重叠范围小时,数据

集聚类效果明显;当各簇之间重叠范围大,则聚类效果

不明显。 据此,在 0,[ ]100 × 0,[ ]100 的区域内,生成

两组 k =5 但聚类效果不同的二维数据集。 接着对这

两组已知簇数 k的数据集在不同 σ 取值时,对 SC-IC-
NE算法探测簇数性能进行了仿真。 如图 3 所示,其中

左列为待测试的数据点集,右列是不同 σ 时,特征间

隙 η( i) 随 i的变化情况,图中不同折线代表 σ 的不同

取值,由上到下 σ 依次增大。
由图 3(a)可知,待测数据集的聚类效果比较明

显。 从图 3( b)可以看出,当 σ 小于 0. 09 时,按照式

(10)的定义, η( i) 取得第一个极小值时, i 大于 4,此
时簇数 k >5,有新的簇分裂出现;而当 σ 大于等于

0. 09 时, η( i) 在 i =4 处取得第一个极小值,簇数 k =
5。 由图 3(c)可知,待测数据点的分布比较均匀,聚类

效果不明显。 从图 3(d)可以看出,当 σ 大于 0. 09 时,
根据式(10), η( i) 在 i = 0处取得第一个极小值点,即
簇数 k =1,说明此时整个数据点都合为一个簇;当 σ
小于等于 0. 09 时, η( i) 在 i = 4 处取得第一个极小值

点,簇数 k = 5,因此,特征间隙 η( i) 对 σ 值的变化比

较敏感。
(2)SC-ICNE算法和 k -means在同心圆环数据点

集上的仿真性能对比。
SC-ICNE 算法相对于 k -means 算法的优势之一

就是对非凸球形点集同样能准确聚类。 选取了一组同

心圆环数据集,数据集共有 3 个簇,如图 4( a)所示。
分别用 k -means算法和 SC-ICNE算法对其聚类,不同

簇用颜色深浅不同的点区分。
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图 3 数据点聚类效果不明显时, σ 值对 SC-ICNE算法的影响

图 4 同心圆环 k -means和 SC-ICNE算法聚类效果比较

  对图 4(a)所示的数据集用 k -means算法聚类,得
到的分簇效果如图 4(b)所示。 很明显,得到的分簇从

整体上看是非常不合理的,实际上, k -means 算法不

适用于这种类型的数据集。 而 SC-ICNE 算法对原数

据集构建规范拉普拉斯矩阵后进行特征分解,按顺序

计算出前 5 个特征值对应的特征向量,算法根据式

(10)判断出簇数 k = 3。 选取包含聚类信息的第二特

征向量和第三特征向量。 将这两个特征向量组成矩阵

的行向量分别作横、纵坐标,形成新的特征数据集,也
就是将原数据集映射为图 4(c)中的特征数据点集,对
特征数据集进行聚类可获得三个同心圆的分簇效果,
如图 4(d)所示。
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(3)SC-ICNE算法和 k -means在 UCI数据集的仿

真性能对比。
UCI数据库是美国加州大学欧文分校所提出的,

专门用于机器学习测试的一个数据库。 在其中挑选了

四组数据集:Seeds,Iris,Wine,Breast Cancer Wisconsin。
并对数据进行了归一化处理。 以这四组数据集为对

象,比较了 SC-ICNE算法和 k -means算法的聚类准确

度。 计算公式为:

r = 1 -
ne
n (12)

其中, n为数据集中的数据项的数量; ne 为聚类

结果中分簇错误的数据项数量。
计算聚类准确度时,进行 100 次仿真再取其平均

值,两种算法的比较结果如表 2 所示。
表 2 UCI数据集仿真结果

数据集
样本
点数

样本数
据维度

簇数
k

k -means聚
类准确度 / %

SC-ICNE聚
类准确度 / %

簇数
判断

Seeds 210 7 3 85. 95 89. 29 正确

Iris 150 4 3 81. 80 96. 00 正确

Wine 178 13 3 78. 09 94. 26 正确

Breast
Cancer
Wisconsin

683 9 2 80. 38 90. 63 正确

  从表 2 中可以看出,对于这四组 UCI 数据集,SC-
ICNE算法可以准确判断出数据集的簇数,并在聚类准

确度方面相对于 k -means算法有了显著的提高。
综上所述,SC-ICNE 算法以适当增加计算复杂度

的情况下,实现了对数据集簇数的准确判断,扩展了聚

类算法的适用数据范围,并在聚类准确度方面有了显

著提高。

4 结束语
文中提出了一种基于特征间隙检测簇数的谱聚类

算法-SC-ICNE。 通过构建规范的拉普拉斯矩阵,顺序

求解其特征值和相应特征向量,并得到矩阵相邻特征

值的间隙,通过判断特征间隙的位置来确定簇数 k。
最后,通过对前 k个特征向量的 k -means 算法实现数

据集的聚类。 SC-ICNE 算法判断出数据集的簇数后,
停止对剩余特征值及相应特征向量的特征求解,从而

减少了特征求解的计算量。 仿真结果表明,SC-ICNE
算法能准确检测出不同相关数据集的簇数,相对于 k -
means算法,可适用于多种类型的数据集,并提高了聚

类准确度。
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