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基于特征值最小化方法的鱼眼镜头校正算法

金 野,高 珏,王 磊,许华虎
(上海大学,上海 200444)

摘 要:在不添加任何辅助条件增加校正复杂度的情况下,通过添加线性约束条件来实现鱼眼图像的校正中,仅添加平行

和共线约束的鱼眼图像校正结果有时会出现校正错误而导致最终校正图像的变形。 文中在添加共线和平行约束的前提

下,添加正交约束,并用特征值最小化来优化校正过程。 实验结果表明,该方法最终解决了缺少正交约束条件下出现的校

正图像变形问题并提高了校正的效率。 文中得出了在校正过程中使用特征值最小化方法的有效性,并着重强调了正交约

束在添加线性约束鱼眼图像校正中的重要性。
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Fisheye Lens Rectification Algorithm Based on Eigenvalue
Minimization Method

JIN Ye,GAO Jue,WANG Lei,XU Hua-hu
(Shanghai University,Shanghai 200444,China)

Abstract:Under the conditions of without adding any auxiliary calibration information to fisheye calibration,only adding parallel and col-
linear constraints to fish-eye image may lead to final correction error and get the deformation image. In order to solve this problem,under
the premise of adding collinear and parallel constraint,impose orthogonal constraints and optimize it by eigenvalue minimization. Results
show that this method finally solves the emergence of error correction problems and improve the correcting efficiency. Raise the effective-
ness of using eigenvalue minimization method in correction processing,and highlight the importance of orthogonal constraints add to fish-
eye image correction.
Key words:fisheye lens;image correction;eigenvalue minimization;perspective rectification

0 引 言
鱼眼镜头因其超广角视角被广泛用于全景、监控

等。 然而鱼眼镜头成像有很大的变形,首先需要对鱼

眼图像进行透视投影校正。 最常用的标准方法是将图

像和参考网格平面进行匹配[1-6]。 然而最近流行超过

180°超广角鱼眼镜头,需要参考平面覆盖整个视觉区

域,导致这些标准的方法失去了实用性。 由文献[7]
提出的基于共线约束的方法能很好地克服这一难点。
文献[6-8]指出照相机校正可以通过添加变形约束来

完成。 这一原理被文献[5]很好地应用起来。 文献

[9]进一步提出了添加并行约束和正交约束的方法来

保持图像的平行性和正交性。 邱志强等从同时存在透

视投影变形和鱼眼图像畸变的图像中纠正鱼眼畸变,
采用了射影不变性求解畸变模型,达到了纠正畸变的

目的[10]。 杨晶晶等根据投影不变性原理以及径向畸

变的几何特性,计算畸变直线的斜率,并通过求解线性

方程组得出多项式校正模型的参数[11]。 冯为嘉等针

对利用鱼眼镜头构建的全方位视觉系统研究内外部参

数标定及图像畸变矫正方法[12]。 薛军涛等采用纹理

技术实现鱼眼镜头的校正[13]。 傅丹等从利用直线的

射影不变性来校正[14]。 郑毅等提出了一种利用图像

中直线特征的非线性畸变校正方法[15]。 袁佳丽等提

出了一种基于除法模型和核密度估计算法的校正方法

来提高失真校正的鲁棒性和图像校正的精度[16]。 文
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中是在共线-并行-正交约束[17]的基础上通过提出特

征值最小化方法来进行代价函数优化,将 3D 场景的

线性拟合简化为特征值问题。 文中创新点如下:第一,
指出了特征值最小化问题的有效性,这一概念在之前

的文献中还未被提及;第二,指出了正交约束在鱼眼图

像校正中的重要性,实验结果显示如果仅通过添加共

线性和平行性的鱼眼图像校正结果可能会出现校正的

图像错误。 文中方法不需要额外的辅助信息即可实现

图像的精准校正。

1 鱼眼镜头成像模型
文中使用鱼眼镜头立体投影成像模型:

r = 2ftan 兹2 (1)

其中, 兹是入射角; r (以像素表示)是主点到相应

图像点的距离;常量 f是焦距(如图 1 所示)。

图 1 鱼眼镜头成像几何

由于现实中的鱼眼镜头制造上有误差,所以由厂

商提供的焦距 f 的值可能不够准确,主点可能不位于

图像中心。 所以式(1)为理想模型,实际镜头可能无

法准确地满足条件,所以,对式(1)做如下转换:
r
f0
+ a1 (

r
f0
)
3

+ a2 (
r
f0
)
5

+ … = 2ff0
tan 兹2 (2)

并将 f,a1,a2,…和主点的值一起确定。 其中 f0 是
尺度常量,用来确保 rk 在合理的范围(取 f0 = 150 像素

值)。 线性值 r / f0 无参数,因为等式右边的 f 值是一

个位置参数。 并根据立体投影模型设 a1 = a2 =… = 0。
采用立体投影模型仅仅是为了方便初始化。

在式(2)中,因为鱼眼镜头是圆对称的,所以偶数

项不存在。 r是 兹 的奇函数。 假设投影方位角等于入

射角度。
在一些文献中,比如文献[4 -5],模型 r = c1兹 +

c2兹
3 + …经常被提出。 可以看出,对于指定的 r , 兹在

每一步优化迭代的过程中是必须的。 所以,很多作者

使用多项式数值计算 兹 值,但这样往往会丧失精确性

和有效性。 所以可以用 r 来表达 兹 ,将式(2)做如下

转换:

兹 = 2 tan -1(
f0
2f (
r
f0
+ a1 (

r
f0
)
3

+ a2 (
r
f0
)
5

+ …))

(3)

2 入射光线向量
设m为入射光方向单位向量(见图 1)。 在极坐标

中,此表达式为:

m =
sin兹cos渍
sin兹sin渍
cos

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

兹
(4)

其中, 兹是与 Z轴所成的入射角; 渍是与 X轴所成

的方位角。 渍 等同于在图像平面上的方位角,入射光

焦点( x,y )为:
x = u0 + rcos渍,y = v0 + rsin渍

r = (x - u0)
2 + (y - v0)

2
(5)

其中,( u0, v0)为主点。 因此式(4)可改写为:

m =
((x - u0) / r)sin兹

((y - v0) / r)sin兹
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æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

兹

(6)

从式(6)中获得 鄣r / 鄣u0,鄣r / 鄣v0,对式(6)中的m各

自进行 u0, v0 的导数。
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(7)
对式(3)两边各自对 u0, v0 求导并重新排列式子,

得 鄣兹 / 鄣u0,鄣兹 / 鄣v0。
鄣兹
鄣u0
= - 1f cos

2 兹
2 (1 +

   移
¥

k = 1
(2k - 1)ak(

r
f0
) 2k)

x - u0
r
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2 兹
2 (1 +
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(8)
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下一步,对式(2)两边各自对 f求导,得到下式:
鄣兹
鄣f = -

2
f sin

兹
2 cos

兹
2 = -

1
f sin兹 (9)

然后在式(6)中对 f左右求导得:

鄣m
鄣f = -

1
f sin兹

((x - u) / r)cos兹
((y - v0) / r)cos兹

- sin
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(10)

最后,考虑对 ak 的求导。 对式(2)中两边各自对

ak 进行求导,有下式:

鄣兹
鄣ak
=
f0
f
r
f( )
0

2k+1

cos2 兹2 (11)

然后对式(6)两边对 ak 求导:

鄣m
鄣ak
=
f0
f
r
f( )
0

2k+1
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0

( )/ r cos兹

y - v( )
0

( )/ r cos兹

- sin

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

兹
(12)

如上所示,所有代价函数在接下来的优化中均由

入射光向量 m 来表示。 因此,代价函数中的参数可以

简单地通过合并上面的表达式求出。 这就是文中特征

值最小化原则的核心。

3 投影约束
不同于现存基于共线的研究,共线约束的重点可

以不在图像平面匹配线,文中所需做的是就入射光线

向量 m 而言进行 3D场景分析。
3. 1 共线约束

假设一组共线点序列 Sk (下标 k枚举了所有存在

的序列)组成的 N个点 p1,p2,…,pN ,并设 m1,m2,…,
mN 为对应点的入射光向量。 因此,如果 n资 是过原点

O (镜头中心)和 Sk 的平面单位向量,则应有 (n资,m琢)
= 0,琢 = 1,2,…,N (如图 2 所示)。

图 2 共线点 p1,p2,…,pN 的入射光向量 m琢 共面

下面,用 (a,b) 表示向量 a 和 b 的内积。 如果校

正不完整,则 (n资,m琢) 不严格为零。 所以,通过最小

化式(13)来调整参数。

移
琢ŸSk

(n资,m琢)
2
=移
琢ŸSk

nt资m琢m
t
琢n资 = (n资,移

琢ŸSk

m琢m
t
琢n资) =

(n资,M
(资)n资) (13)

定义:

M(资) =移
琢ŸSk

m琢m
t
琢 (14)

因为式(13)是 M(资) 的二次型,它的最小值等同于

M(资) 的最小特征值 姿 ( )资
min ,n资 是相应的单位特征向量。

因此为了给共线点加上共线约束条件,只需要决定最

小化式(15)的参数,这就是特征值最小化的来源。

J1 =移
all资
姿 (资)min (15)

接下来需要求出 姿 ( )资
min 对于 c的一阶二阶导数, c

代表 u0,v0,f,a1,a2,… 。
(1)一阶导数。
定义如下等式:
M(资)n资 = 姿

(资)
min n资 (16)

并分别对等式两边各自对 c 求微分并用 n资 分别

对两边求内积,得到如下表达式:

n资,
鄣M ( )资

鄣c n( )资 + n资,M
( )资 鄣n资

鄣( )c =

  
鄣姿 ( )资

min

鄣c n资,n( )
资 + 姿

( )资
min n资,

鄣n资
鄣( )c (17)

因为 n资 是单位向量,则有 (n资,鄣n资 / 鄣c) = 0。 由于

矩阵 M(资) 是 对 称 的,所 以 有 (n资,M
(资)鄣n资 / 鄣c) =

(M(资)n资,鄣n资 / 鄣c) = 姿
(资)
min (n资,鄣n资 / 鄣c) = 0。 则 上 式

变为:
鄣姿 (资)min
鄣c = (n资,

鄣M(资)

鄣c n资) (18)

结论是著名的特征值扰动理论(perturbation theo鄄
rem),从 M(资) 的定义中得到:

鄣M(资)

鄣c =移
N

琢 = 1
(
鄣m琢

鄣c m
t
琢 + m琢 (

鄣m琢

鄣c )
t

) =

2S[移
N

琢 = 1

鄣m琢

鄣c m
t
琢] = M

(资)
c (19)

所以得出函数 J1 关于 c = u0,v0,f,a1,a2,… 的一

阶导数如下所述:
鄣J1
鄣c =移all资 (n资,M

(资)
c n资) (20)

(2)二阶导数。
对式(18)关于 c'(u0,v0,f,a1,a2,… )求导,得到

下式:
鄣2姿 ( )资

min

鄣c鄣c' =
鄣n资
鄣c' ,M

( )资
c n( )资 + n资,

鄣2M ( )资

鄣c鄣c' n( )资 +

n资,M
( )资
c

鄣n资
鄣c( )' = n资,

鄣2M ( )资

鄣c鄣c' n( )资 +

2 鄣n资
鄣c' ,M

( )资
c n( )资 (21)
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首先,考虑第一个部分,对式(19)关于 c' 进行求

微分得:

鄣2M(资)

鄣c鄣c'
= 2S[移

N

琢 = 1
(
鄣2m琢

鄣c鄣c'
mt
琢 +
鄣m琢

鄣c (
鄣m琢

鄣c'
)
t

)]

(22)
因此,可以得到:

(n资,
鄣2M(资)

鄣c鄣c'
n资) = 2移

N

琢 = 1
((n资,

鄣2m琢

鄣c鄣c'
(m琢,m资) +

(n资,
鄣m琢

鄣c )(
鄣m琢

鄣c'
,n资)) (23)

如果校正完成,则应该有 (m琢,n资) = 0。 在优化过

程中,期望得 (m琢,n资) ≈ 0。 因此上式可以近似为:

(n资,
鄣2M(资)

鄣c鄣c'
n资) ≈ 2移

N

琢 = 1
(n资,

鄣m琢

鄣c )(
鄣m琢

鄣c'
,n资) =

2(n资,M
(资)
cc ' n资) (24)

M(资)
cc ' 以移

N

琢 = 1
(
鄣m琢

鄣c ) (
鄣m琢

鄣c'
)
t

(25)

这是一类高斯-牛顿近似方法。
接下来,考虑式(21)的第二部分。 因为 n资 是一单

位向量,它和它的转置是互相垂直的。 设 姿 ( )资
1 逸

姿 ( )资
2 逸 姿 ( )资

min 为M(资) 的特征值,它们相应的特征向量

为 n资 1,n资 2 和 n资。 对称矩阵的特征向量是相互正交的,
任何向量正交于 n资 能用 n资 1 和 n资 2 的线性组合来表示。
因此得到下式:

鄣n资
鄣c = 茁1n资 1 + 茁2n资 2 (26)

将式 (18)和 (26 )代入式 (16)并记 M(资)n资 1 =
姿 (资)1 n资 1 和 M(资)n资 2 = 姿

(资)
2 n资 2 ,得到下式:

茁1(姿
(资)
1 - 姿 (资)min )n资 1 + 茁2(姿

(资)
2 - 姿 (资)min )n资 2 =

(n资,M
(资)
c n资)n资 - M(资)

c n资 (27)
用 n资 1n资 2 在等式两边计算内积,得到:

茁1(姿
(资)
1 - 姿 (资)min ) = - (n资 1,M

(资)
c n资),茁2(姿

(资)
2 - 姿 (资)min ) =

- (n资 2,M
(资)
c n资) (28)

从中确定了 茁1,茁2 的值。 因此,式 (26)可以表

示为:
鄣n资
鄣c = -

(n资 1,M
(资)
c n资)n资 1

姿 (资)1 - 姿 (资)min
-
(n资 2,M

(资)
c n资)n资 2

姿 (资)2 - 姿 (资)min
(29)

所以,式(21)的第二部分可以写成如下形式:

2(
鄣n资
鄣c'
,M(资)

c n资) = -
2(n资 1,M

(资)
c n资)(n资 1,M

(资)
c ' n资)

姿 (资)1 - 姿 (资)min
-

2(n资 2,M
(资)
c n资)(n资 2,M

(资)
c ' n资)

姿 (资)2 - 姿 (资)min
(30)

结合式(24)和(30)可以得出式(21)。 由此,函数

J1 的关于 c和 c' 的二阶导数如下:

鄣2J1
鄣c鄣c'

= 2移
all资
((n资,M

(资)
cc ' n资) -

移
2

i = 1

(n资 i,M
(资)
c n资)(n资 i,M

(资)
c ' n资)

姿 (资)i - 姿 (资)min
(31)

3. 2 平行约束

并行约束施加于一个直接的 3D场景分析。 设 Gg
为一组有共同方向 lg (单位向量)的并行共线点序列

(角标 g列举了所有存在的组)。 平面法向量 n资 通过

镜头中心原点和 Gg 共线并和 lg 垂直,如图 3 所示。

图 3 由平行线定义的平面曲面法线 n资
正交与有共同方向的线 lg

因此,如果校正完成,应有 ( lg,n资) = 0,资 Ÿ Gg 。
所以,通过最小化来调整参数:

移
资ŸGg

( lg,n资)
2 =移

资ŸGg

ltgn资n
T
资 lg = ( lg,N

(g) lg) (32)

其中,定义

N(g) =移
资ŸGg

n资n
t
资 (33)

因为式(32)是 N(g) 的二次方,最小值等于 N(g) 的
最小特征值 滋 ( )g

min ,lg 为相应的单位特征向量。 为了给

所有并行共线序列加上平行约束,最小化式(34)来确

定参数值。

J2 =移
allg
滋 (g)min (34)

(1)一阶导数。
做与 3. 1 节相同的扰动分析,得到函数 J2 对于各

自的参数 c 的一阶导数形式,其中 鄣J2 / 鄣c 由式(35)
给出。

鄣J2
鄣c =移allg ( lg,N

(g)
c lg),N

(g)
c = 2S[移

资ŸGg

鄣n资
鄣c n

t
资]

(35)
(2)二阶导数。
做与 3. 1 节相同的扰动分析,得到函数 J2 对于各

自的参数 c和 c' 的二阶导数形式:
鄣2J2
鄣c鄣c'

= 2移
allg
(( lg,N

(g)
cc ' lg) -

v移
2

i = 1

( lg i,N
(g)
c lg)( lg i,N

(g)
c ' lg)

滋 (g)i - 滋 (g)min
(36)
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N(g)cc ' 以移
资ŸGg

(
鄣n资
鄣c ) (

鄣n资
鄣c'
)
t

(37)

其中, 滋 (g)i ,i = 1,2 是矩阵 N(g) 的第一、二大特征

值; lg i 是相应的单位特征向量。
3. 3 正交约束

正交约束也很容易作用于一个直接的 3D 场景分

析。 设观察到两组并行线序列 Gg,Gg' ,还有和它们相

互正交方向向量 lg,lg ' (如图 4 所示)。
Gg 组序列的方向向量 lg 是矩阵 N(g) 在式(33)中

对应的最小特征值的单位特征向量。 lg' 也一样。 如果

校正完成,应该有 ( lg,lg ') = 0,通过最小化式(38)来调

整参数值。

图 4 方向向量 lg,lg' 相互正交

J3 = 移
all orthogonal pairs{Gg,G 'gÙ

( lg,lg ')
2 (38)

(1)一阶导数。
函数 J3 对于各自参数 c的一阶导数如下所示:
鄣J3
鄣c = 2 移

all orthogonal pairs{Gg,G 'gÙ
( lg,lg ')((

鄣lg
鄣c ,lg ') +

( lg,
鄣lg '
鄣c )) (39)

鄣lg
鄣c 的一阶导数如下:

鄣lg
鄣c = -移

2

i = 1

( lg i,N
(g)
c lg) lg i

滋 (g)i - 滋 (g)min
(40)

并且
鄣lg '
鄣c 的一阶导数也类似。

(2)二阶导数。
利用高斯-牛顿近似 ( lg,lg ') ≈ 0,得到函数 J3 对

参数 c , c' 的二阶导数形式:
鄣2J3
鄣c鄣c'

= 2 移
all orthogonal pairs{Gg,G 'gÙ

((
鄣lg
鄣c ,lg ') +

( lg ',
鄣lg '
鄣c ))((

鄣lg
鄣c ,lg ') + ( lg,

鄣lg '
鄣c'
)) (41)

4 实验分析
表 1 列出了 0 级到 5 级校正程度函数参数的计算

结果。
为了指定主点 (u0,v0) ,设帧中心为(0,0)。 当

u0,v0,f更新增量在幅度上小于 着0 且 ak 小于 着 k 时,停
止 LM算法的迭代过程,其中设 着0 = 10

-3,着1 = 10
-5,着2

= 10 -6,着3 = 10
-7,着4 = 10

-8,着5 = 10
-9 。

从图 5(a)绘制出不同校正程度下式(3)中 兹 和 r
的对应关系。

从(a)和(b)中对比可以看出,当校正程度增加,
一些 r - 兹 关系曲线会与立体投影模型所对应的曲线

截然不同。
表 1 每一个校正程度对应的参数值

校正度 0 1 2 3 4 5

u -1. 56 -1. 57 -1. 60 -1. 60 -1. 61 -1. 61

v 0. 52 0. 50 0. 42 0. 43 0. 43 0. 43

f 146. 64 149. 56 148. 11 146. 72 146. 79 146. 49

a1 / 10 -2 - 0. 64 -0. 30 -1. 41 -1. 68 -1. 80

a2 / 10 -3 - - 2. 38 7. 57 11. 10 9. 34

a3 / 10 -4 - - - -8. 05 -22. 25 -0. 40

a4 / 10 -5 - - - - 18. 11 -61. 64

a5 / 10 -6 - - - - - 0. 93

图 5 r和 兹 对应关系

为了得出结论,文中做了如下校正实验,如图 6 所

示。 其中图 6(a)在约 30Š的方向显示了一个鱼眼镜头

影像观查方形网格图案;图 6(b)是 6(a)用表 1 中 5 级

校正程度参数的校正透视投影图像;6(c)为使用了仅

共线和平行约束的解决方案下的校正结果。 从结果可

以看出共线的点校正后依旧共线,平行的线段校正后

依旧平行,但是由于没有加入正交约束,图像出现了一

些扭曲。 原因是投影转换的过程中保留了原有的共线

性但没有平行和正交属性,当加入平行约束时,就获得

了仿射投影重建,当校正中加入了正交约束时,就获得

了欧氏重建。 从中可以得出图像校正中的正交性对摄
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图 6 矫正实验

像机校正至关重要,仅仅有共线约束和平行约束时图

像校正是不足的。 这一事实在过去以共线性为基础的

研究工作中被忽略了[5-8]。 部分原因是错误的校正图

像可以通过添加辅助点信息的方式加以防止[1,3,5],另
一部分原因是由于校正程度通常为 3 或以下,未达到

5 级,如图 6 ( b)所示,从而错误的校正结果不会

出现[5-8]。

5 结束语
综上所述,文中提出的校正方法最基本的原理就

是添加约束将共线的点校正为共线的,平行线段校正

为平行的,正交线校正为正交的。 将线段匹配简化为

在 3D空间中特征值最小化问题,得出分析条件中的

最优化过程。 在实验过程中,发现当仅添加共线约束

或者添加共线和平行约束的情况下,最终的校正结果

会出现错误。 实验结果表明,通过掺入正交约束即使

不用加入比如消失点这样的额外辅助信息,也能达到

精确的校正。
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