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基于 Grassmannian流形的自适应量化方案

马 莉,解培中,李 汀
(南京邮电大学 通信与信息工程学院,江苏 南京 210003)

摘 要：文中研究了有限反馈 MIMO系统中基于 Grassmannian流形的自适应量化问题。 由于反馈延迟的存在,接收端量化

的信道状态信息在反馈回发送端时已经过期。 文中提出一种建立在 Grassmannian流形上的预测算法,利用信道的时间相

关性来预测下一时刻的信道状态信息,以补偿延迟,改善系统性能。 为了进一步提高时变信道的量化分辨率,提出动态码

本的自适应量化方案,即每一个量化时刻 k都会产生一个与该时刻真实值最接近的码本。 仿真结果表明,该算法能够提高

速率,改善系统性能。
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An Adaptive Quantization Scheme Based on Grassmannian Manifold

MA Li,XIE Pei-zhong,LI Ting
(College of Communication & Information Engineering,Nanjing University of Posts and

Telecommunications,Nanjing 210003,China)

Abstract:Research the adaptive quantization problem based on the Grassmannian manifold in limited feedback Multiple-Input Multiple-
Output (MIMO) system in this paper. Due to the feedback delay,the quantized CSI may become outdated before its use at the transmit-
ter. To solve this problem,propose a prediction algorithm on the Grassmannian for delayed feedback systems by exploiting the memory in
the channel to predict the next channel,compensating for delay and improve the system performance. In order to rise the quantization reso-
lution of variable channel,propose the idea of the adaptive quantization with the dynamic codebook,that is at each quantization instant k
,a quantization codebook is statistically matched to the observed CSI. Simulation results show that this algorithm can raise the sum rate
and improve the system performance.
Key words:limited feedback;MIMO;Grassmannian manifold;prediction;adaptive quantization

0 引 言
MIMO无线通信系统中常用有限反馈技术为发送

端提供量化的信道状态信息(CSI)。 目前,为研究方

便,关于有限反馈的研究只考虑无记忆量化的情况,并
未考虑信道的时变性。 然而,实际中无线通信系统中

时变信道都具有时间相关性。 利用信道之间的时间相

关性能够提高发送端量化 CSI的量化分辨率并能降低

反馈开销[1],由信道协议开销和信道时间间隔引起的

反馈延迟使得接收端量化的信道状态信息在反馈回发

送端时已经过期,严重影响系统性能。 为了克服反馈

延迟,文献[2-5]提出了预测算法。 文献[2]提出在接

收端利用维纳滤波器来预测信道矢量。 然而,设计维

纳滤波器需要相邻信道观测值之间精确的时间相关

性。 通过将时间相关性信道中 CSI的变化建模成格拉

斯曼流形上的时间序列,文献[3]利用 Grassmannian
流形上特有的几何特性提出 Grassmannian 预测算法

(GPC)。 该算法对量化剩余误差比较敏感,基于量化

方案提出来的切向码本用于提高量化分辨率。 但是当

GPC算法用于多用户 MIMO系统时,反馈开销还是太

大。 文献[4]对文献[3]所提算法进行改进,提出将误

差切向矢量的幅度和方向分开量化。 这种量化方案能

够有效地提高和速率以及增加系统鲁棒性,但在低反

第 25 卷 第 6 期
2015 年 6 月           

计 算 机 技 术 与 发 展
COM≠UTER TECHNOLOGY AND DEVELO≠MENT

          Vol. 25 No. 6June 2015



馈速率的情况下,量化分辨率较差。 为降低反馈开销,
文献[5]针对单用户波束成形系统提出了一种两级优

化方案。 在相同反馈速率的情况下,两级优化方案的

系统性能比 GPC 算法要好。 但两级优化的处理过程

存在两大缺陷使其难以应用于多用户 MIMO 的下行

链路中。 缺陷一是为获得最优步长,每若干个信道就

需要对移动用户做大量研究,移动设备无法承担如此

庞大的计算量。 缺陷二是需要另外一条反馈链路向基

站不定期地反馈最优步长。 文献[6]针对空分复用

MIMO系统提出两级优化算法。 文献[7]提出 Grass-
mannian子空间预测编码算法(GSPC),是多数据流情

况下的两级优化算法。 文献[8]提出一种鲁棒 Grass-
mannian预测算法,该算法利用 Grassmannian 流形的

局部欧几里得特性,通过在嵌入的矢量空间中求解一

个简单的线性问题得到预测算法。 该算法对剩余量化

噪声不敏感,且在低比特数的情况下也能改善和速率,
但需要进行测地线的拟合以便得到最优的预测值。

文中针对存在延迟的有限反馈多天线系统,提出

一种新的 CSI量化方案。 与 GPC算法一样,需要将时

间相关性信道的 CSI建模成 Grassmannian流形上的时

间序列,利用 Grassmannian 流形的微分几何特性定义

切向矢量、测地线等。 利用预测误差切向矢量的高斯

近似提出自适应量化方案,不仅能够提高量化分辨率,
还能补偿反馈延迟。 仿真结果表明,该算法能够提高

和速率,改善系统性能。

1 系统模型
系统模型见图 1。 为迫零波束成形有限反馈多用

户 MIMO系统,有一个基站和 U 个移动用户,每个用

户配置一个接收天线。 假设移动用户知道完美的

CSI,量化的 CSI通过一条无误差、有延迟、有限速率的

反馈链路从用户传送到基站。 设 U个移动用户事先已

经过调度,不考虑多用户的分集增益和能量的分配[3]。

RX

RX

RX

图 1 系统模型

su[k],vu[k] 和 hu[k] 分别表示 k 时刻第 u 个用

户的复发送信号, Nt × 1维单位范数波束成形矢量, Nt
× 1 维信道矢量。 发送信号 s = [ s1,s2,…,sU]

T,满足

E[‖s‖≤ P]。 第 u 个用户的输入输出关系可表

示成:
yu[k] = h

*
u [k]vu[k] su[k] +

h*u [k] ∑
U

n = 1,n≠u
vu[k] su[k] + nu[k] (1)

其中, nu[k] 为独立同分布的高斯白噪声,均值为

0,方差为 1。 式(1)的第一项代表第 u 个用户的期望

信 号, 第 二 项 和 式 代 表 干 扰 信 号。 H =
[h1,h2,…,hU]

* 为 U × Nt 维复信道矩阵,在知道完美

CSI的情况下,选择合适的波束成形矢量 vu ,干扰可

以完全抵消。 将信道矩阵 H的伪逆矩阵 H + 的归一化

的列向量定义为波束成形矢量,即 vu = [H
 ] :,u /‖

[H ] :,u‖ 。
第 u个用户的 SINR可表示为:

SINRu =

P
U h*u vu

2

1 +∑
n≠u

P
Nt
h*u vn

(2)

假定发送信号 s*u 是高斯的,则用户 u的速率为:
Ru = log2(1 + SINRu) (3)

总的和速率为 R =∑
U

u = 1
Ru ,文中采用和速率作为衡

量算法性能的标准之一。 在有限反馈系统中,SINR能

够表示成信道方向向量的函数,即

SINRu =

P
U ‖hu‖

2 g*u vu
2

1 +∑
n≠u

P
Nt
‖hu‖

2 g*u vn
(4)

由式(4)可以看出 g*u vu 是绝对值的形式,对于信

道方向 的 任 意 单 位 旋 转, SINR 都 是 不 变 的,即
g*u vu

2 = g*u vue
jθ 2,θ∈[0,2π] 。 这样就可将信道

方向的矢量空间看作 Grassmannian 流形上的点,问题

即转化为接收端反馈 Grassmannian 流形上的信道方

向,发送端利用收集到的 CSI进行迫零波束成形。

2 Grassmannian流形上的基本概念
Grassmannian流形 G(p,N),p < N ,指的是 N维复

欧氏空间中的一系列 p维子空间的集合[9]。 文中所涉

及的是 N 维复矢量,故只讨论 G(1,N)。 G(1,N) =
{[x] ∈ CN:x*x = 1}。

其中, [x] 表示 xe jθ,θ ∈ [0,2π] 的等价类。 为

书写方便,用 x∈ G(1,N) 来代表 [x] 中所有等价类

的平均。 x[k] 表示 Grassmannian流形上不断变化的时

间序列,其中 k代表时刻值。
流形上两点之间的距离对于描述两个点之间的关

系以及评估算法性能有着重要作用。 设 x[k - 1],
x[k] ∈ G(1,N),令 ρ = x*[k - 1]x[k],则弦距可以
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定义为:

d(x[k - 1],x[k]) = 1 - ρ 2 (5)
为书写方便,使用 d和 ρ 的时候不再带有时刻值。

x[k - 1],x[k] 两点之间的角度可以定义为 θ =
cos -1 ρ [10]。

由研究可知,Grassmannian 流形具有平滑的流形

结构,局部空间可以近似成欧氏空间,并可以对流形上

的点进行微积分运算[11]。 令 x[k - 1],x[k] ∈ G(1,
N) ,从 x[k - 1] 发射到 x[k] 的切向量定义为:

e(k) = L(x[k - 1],x[k]) = tan -1(‖ x[k]ρ -

x[k - 1]‖) x[k] / ρ - x[k - 1]
‖x[k] / ρ - x[k - 1]‖ =

tan -1( dρ )
x[k] / ρ - x[k - 1]

d / ρ
(6)

其中, ‖e(k)‖ = tan -1( dρ ),代表 x[k - 1] 与

x[k] 之 间 的 弧 长。 单 位 方 向 为 e
→
[k] =

x[k] / ρ - x[k - 1]
d / ρ

,切向矢量可以看作是幅度与方

向的乘积。 x[k - 1] 与 x[k] 在流形上的最短距离定

义为测地线,可由切向矢量表示,即:
Ge(x[k - 1],e[k],t) =
   x[k - 1]cos(‖e[k]‖t) +

e[k]
‖e[k]‖sin(‖e[k]‖t) (7)

其中,参量 t 为步长因子,对于 t ∈ [0,1], 有

Ge(x[k - 1],e[k],0) = x[k - 1],Ge(x[k - 1],e[k],
1) = x[k] 。 由式(7)可以看出,当给定流形上的一个

点及其对应的切向矢量的时候,测地线由参量 t 唯一

确定,故可以将式(7)所示的映射关系称为一个参量

的映射。
切向矢量,测地线,并行传输之间的关系如图 2

所示。

图 2 切向矢量,测地线,并行传输之间的关系

切向矢量可以解释为 x[k - 1] 与 x[k] 之间的正

交误差信号。 当基点改变时切向矢量也需要做相应的

变化[4],并行传输就是用来描述基点改变时切向矢量

的变化。 当基点由 x[k - 1]转变成 x[k]时,并行传输

矢量为:

ê = tan -1( dρ )
x[k]ρ* - x[k - 1]

d (8)

可以看出,式(8)有与式(6)相同的幅度以及相似

的方向向量,并行传输能够使得切向矢量在保持方向

和幅度基本不变的情况下实现平移。 有了并行传输矢

量 ê,基点 x[k],选择最优的步长因子 topt
[4],即可在延

长的测地线上进行预测:
~x[k + 1] = P(x[k - 1],x[k],topt) =
  x[k]cos(‖ê‖topt) +

  x[k]ρ
* - x[k - 1]
d sin(‖ê‖topt) (9)

3 动态量化预测算法
{x[k - 1]} k∈N ∈ G(1,Nt) 为归一化的信道矢

量, k为时刻值。 信道矢量的观测值 x[k] 与预测值
~x[k] 之间的切向预测误差为:

e = tan -1(‖ x[k]ρ -~x[k]‖) x[k] / ρ - ~x[k]
‖x[k] / ρ - ~x[k]‖

(10)
令 -e = x[k] / ρ - ~x[k],则有:

e = -e tan
-1(‖-e‖)
‖-e‖ (11)

由文献[4]可知, tan -1(‖-e‖) = θ(k),θ(k) 表示
~x[k] 与 x[k] 之间的角度。 当 θ(k) < 0. 4 垤 23 ° 时,
有tan -1(‖-e‖) ≈‖-e‖,从而有

e≈ -e (12)
-e = (IN t - ~x[k]~x [k]

H

üþ ýê ê ê ê ê ê )
P[k]

x[k] (~x [k] H~x[küþ ýê ê ê ê ]
cosθ(k)e jψ

) -1

(13)
其中, P[k] 表示映射到预测矢量~x[k] 零空间的

映射矢量。 由文献[12]的推导可知, e服从高斯分布,
且其方差是时变的, ‖h[k]‖2 与 cos2θ(k) 决定方差

的变化。 切向预测误差 e高斯分布的近似建立在信道

的时间相关性比较强的基础上。
由于切向预测误差 e 近似为高斯分布,并且方差

是时变的,为进一步提高量化分辨率,文中通过追踪切

向误差的变化,提出一种自适应量化方案,使得在每一

个量化时刻 k 都有一个与切向误差最接近的量化

码本。
在讨论算法之前,需要先进行初始化

①初始化~x[1],x̂[0] ;
②初始化追踪因子 s[0] = 0,υ > 1;
③初始化码本,随机产生一个高斯码本 Q(0) =

q(0)i | q
(0)
i ~ N(0,IN t{ }) 。

自适应算法如下:
对任意 k = 1,2,…
(1)利用式(14)计算 P[k]。
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P[k] = IN t - ~x[k]~x [k]
H (14)

(2)将码本映射到切向空间中。
Qcorr = {P[k]q

(0)
i | -q

(0)
i ∈ Q

(0)} (15)
(3)设计两个缩放码本:
Qcorr - = {υ

s -q i | q i ∈ Qcorr} (16)
Qcorr+ = {υ

s +q i | q i ∈ Qcorr} (17)
s - = s[k - 1] - 1 (18)
s + = min( s[k - 1] + 1,0)  (19)
(4)将得到的两个切向码本映射到格拉斯曼流形

上得到两个格拉斯曼码本 Q - 与 Q + 。 根据式(7),计
算 Ge(~x[k],q i,1),-q i ∈ Qcorr - 和 Qcorr+ 。

(5)用上面得到的两个格拉斯曼码本进行量化。
q - = argmindc(x[k],q i),q i ∈ Q -,d - =
dc(x[k],q -) (20)

q + = argmindc(x[k],q i),q i ∈ Q +,d + =
dc(x[k],q +) (21)

(6)由于存在两个码本,得到两个弦距最小值,取
其中最小的一个,从而决定使用哪一个码本。

ω = argmind i, i∈ { -, +} (22)
(7)确定量化值并更新缩放因子。
x̂[k] = qw ∈ Qw  (23)
s[k] = sw        (24)
(8)反馈 qw 与 sw 的序列号。
(9)预测:
~x[k + 1] = P( x̂[k - 1],x̂[k],topt) (25)
对于 x̂[k] 以及 ~x[k - 1] 的初始化问题,文献

[13]中提出两种初始化方法。 文中利用无记忆量化

的技术来初始化这两个矢量。
缩放因子 s[k] 通过算法中第 3 步和第 6 步选择

合适的向上或向下缩放来追踪切向误差矢量 e的实际

变化,两个连续时刻的缩放比率为:
υ s[k]

υ s[k-1]
= υ ±1 (26)

因而,参数 υ 的变化决定算法的追踪速度,增加

υ ,可以增加追踪速度,但是同时也增加了追踪的误

差。 文中提出的算法反馈开销为 ( log2Q + 1) bit。
1 bit的开销是由缩放变化产生的,作为额外的信道状

态信息反馈给发射端。
发射端使用与接收端相同的预测算法,首先计算

出两个缩放码本 Q - 与 Q + ,然后利用反馈的信息,如
qw 与 sw ,得到量化值 x̂[k] 以及缩放参量 s[k] ,最后

进行预测。 此处不作详细阐述。

4 仿真结果
设发送天线数 Nt = 4,接收天线数 U = Nt = 4,时间

相关性信道模型为AR1,相关系数为 α = J0(2π fDTs)。

其中,J0 表示零阶贝塞尔函数, fD 表示多普勒频率, Ts
表示采样间隔, β = fDTs 代表归一化的多普勒频率[14]。

通过 hu[k] = αhu[k - 1] + 1 - α2 z[k] 来产生时间

相关性信道, z[k] 表示独立同分布的复高斯白噪声,
均值为 0、方差为 1。

图 3 对 β 取不同值的自适应算法、G≠C 算法以及

无记忆量化的情况进行了对比。 G≠C 算法采用文献

[3]中的方式生成 6 bit 格拉斯曼码本进行量化,是一

个固定码本,会产生比较大的量化剩余噪声。 文中提

出的自适应量化的方案产生的动态码本能够追踪切向

矢量的变化情况,故可以提供更接近真实值的码字。
由图可以看出,在信道相关性比较高的情况下( β =
0. 001 或 0. 01),和速率接近于理想情况,信道相关性

比较低时,系统性能不是特别好,因为切向矢量无法很

好地进行高斯近似,会产生一定的误差,所以和速率不

如 G≠C算法在 β =0. 001 的情况下高。

图 3 和速率的对比曲线

图 4 均方误差(MSE)的对比曲线

图 4 表示的是自适应算法、G≠C 算法以及无记忆

量化情况下均方误差的对比。 将均方误差定义为

MSE = 1 - E{ x*k ~xk
2} 。 图中分别计算了 G≠C算法、

自适应算法,以及无记忆量化情况下,预测值与观测值

之间的均方误差。 由图可以看出,无记忆量化情况下
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随着相关性逐渐减弱, MSE始终为-6 dB,自适应算法

的 MSE增益始终要比 G≠C算法大; β = 0. 001 的情况

下,自适应算法的 MSE 增益要比 G≠C 算法的大接近

22 dB。 由此也说明,在相关性比较高的情况下,文中

自适应算法要比 G≠C算法好很多。

5 结束语
文中针对 MIMO 反馈系统的延迟问题,提出了一

种基于 Grassmann流形的自适应量化方案。 该方案中

动态码本的设计,首先对切向矢量进行高斯近似,生成

高斯码本,然后映射到格拉斯曼流形上得到 Grassmann
码本。 仿真结果表明,动态量化预测算法,利用动态

Grassmann码本能够很大程度上提高量化分辨率,同时

可以补偿系统的反馈延迟,改善系统性能。
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