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基于类内离散度的最小二乘支持向量机

薛 松,李 雷
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210023)

摘 要:支持向量机是一种很流行的机器学习方法,在许多领域都有了广泛的使用。 传统的支持向量机模型是寻求类之

间的间隔最大化,而忽视了一个重要的信息—样本的类内结构,类内离散度。 文中将 Fisher判别分析里面的类内离散度引

入到最小二乘支持向量机中,提出了基于类内离散度的最小二乘支持向量机模型。 并通过核函数将样本映射到高维特征

空间,在特征空间中进行样本分类。 基于 UCI数据库的数据集实验测试表明,基于类内离散度的最小二乘支持向量机提

高了分类的准确度。
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Least Squares Support Vector Machine Based on Within-class Scatter

XUE Song,LI Lei
(College of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210023,China)

Abstract:Support vector machine (SVM) is a popular machine learning technique,and it has been widely used in many real-world ap-
plications. Traditional SVMs aims at seeking the hyperplane that maximizes the margin and ignores an important prior knowledge, the
within-class structure. It formulates a Least Square Support Vector Machine (LSSVM) based on within-class scatter for binary classifi-
cation,which incorporates minimum within-class scatter in Fisher Discriminant Analysis (FDA) into LSSVM. The sample points are
mapped to a high dimensional feature space where the samples are classified by using the kernel method. Experiments on four benchmark-
ing datasets based on UCI show that the proposed WCS-LSSVM can improve the classification accuracy.
Key words:within-class scatter;classification;least squares support vector machine;kernel methods

0 引 言
支持向量机(SVM) [1]是 Vapnik等于 1995 年提出

的基于结构化风险的机器学习方法,它不仅有着统计

学习理论的坚实基础,而且有直观的几何解释和完美

的数学形式。 通过将样本点映射到高维的特征空间,
然后寻找一个最优分化超平面来使两类点之间的间隔

最大化。 因为支持向量机的全局最优、泛化能力好等

特点,使得 SVM 已经应用到很多领域,比如:文本分

类[2]、人脸识别[3-4]、生物信息学、语音识别、遥感图像

分析以及时间序列预测等。
在过去的十几年内,研究者提出了一些新的支持

向量机模型。 比如 ν - SVM [5]、最小二乘支持向量机

(LSSVM) [6]、模糊支持向量机(FSVM) [7]、拉格朗日

支持向量机(LSVM) [8]、对支持向量机(TSVM) [9]等。
在文献[10]中,受到 Fisher 判别分析法(FDA)的启

发,A Tefas提出了最小类内协方差支持向量机(mini-
mum class variance support vector machine),他将 FDA
里面的类内离散度(within-class scatter)引入到支持向

量机模型中并得到了具有鲁棒性的结果。 An Wenjuan
和 Liang Mangui 在文献[11]中,通过将 FDA 里面的

类内离散度与模糊支持向量机模型相结合,使得新的

支持向量机模型提高了泛化性能和分类准确度。
文中将类内离散度与最小二乘支持向量机模型相

结合,得到新的模型,称之为基于类内离散度的最小二

乘支持向量机[12]。 在 UCI 数据库里的四组数据集实

验表明,新的算法能够提高分类准确度。

1 理论基础
1. 1 最小二乘支持向量机

考虑一个具有 n 个训练点的训练集 x i,y{ }
i
n
i = 1 ,
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这里的 x i ∈ R
m 是输入点, y i ∈ { + 1, - 1} 是对应的

输入点的输出。 最小二乘支持向量机是一个凸优化问

题,它的模型如下:

min
w,b,ξ

1
2 ω

Tω + C2∑
n

i = 1
ξ i
2 (1)

s. t. y i(ω·φ(x i) + b) = 1 - ξ i,i = 1,2,…,n

(2)
其中, ω ∈ Rm;b是一个偏置量; φ(x i) 是非线性

映射,它将训练点映射到高维特征空间;松弛变量 ξ i
≥ 0 是用来软化限制条件 y i(ω·φ(x i) + b) = 1,即允

许一些点不满足这个限制条件;参数 C > 0 是一个惩

罚因子,它对引入的松弛变量进行惩罚,使得松弛变量

不能太大, C的值体现了对最大化间隔和松弛变量之

间的权衡。
最优化模型(1)和(2)的对偶问题为:

max
α
∑
n

i = 1
α i -

1
2∑

n

i = 1
∑
n

j = 1
α iα jy iy j(K(x i,x j) +

δ ij
C )

(3)

s. t. ∑
n

i = 1
α iy i = 0 (4)

引入记号

δ ij =
1 i = j
0 i≠{ j

这里的 α i 为拉格朗日乘子, K(x i,x j) 为核函数。
常用的核函数[13-14] 有线性核函数、高斯核函数、Sig-
moid核函数。 它们分别定义如下:

K(x i,x j) = ((x i·x j) + b)
d

K(x i,x j) = exp( - ‖x i - x j‖
2 / 2σ2)

K(x i,x j) = tanh(α(x i,x j) + β)
最优化问题(3)和(4)可以由二次规划(QP)求

解。 求得最优解 α和 b后,测试样本点 x的决策值 y可
以由式(5)求得。

y(x) = sgn[∑
n

i = 1
y iα iK(x,x i) + b] (5)

1. 2 Fisher判别分析

Fisher 判别分析法是模式识别中经常用到的算

法,定义一个正类点样本集 χ + = {x
1
1,x

1
2,…,x

1
n +}和一个

负类点样本集 χ - = {x
2
1,x

2
2,…,x

2
n -} ,它的主要思想是

寻找一个合适的 ω 使得类间离散度最大化和类内离

散度最小化。 它的数学表达如下:

max J(ω) =
ωSbω
ωSwω

(6)

这里的 Sb 和 Sw 分别为类间离散矩阵和类内离散

矩阵。 它们分别定义如下:
Sb = (m + - m -) (m + - m -)

T (7)

Sw =
n +
n∑x∈χ 1 (x - m +) (x - m +)

T +

n -
n∑x∈χ 2 (x - m -) (x - m -)

T (8)

其中, m + 、 m - 分别为正负样本点的均值。
Fisher判别分析法直观的几何解释就是使不同类

之间的间隔越大越好,相同类之间的点越凝聚越好。
和支持向量机一样,通过引入核函数,可以将样本

映入到高维的特征空间,然后在特征空间上进行 Fish-
er判别分析。 核 Fisher判别分析(KFDA) [15]是非线性

统计分析中的一种很重要的算法。

2 基于类内离散度的最小二乘支持向量机
设一个具有 n 个训练点的训练集 x i,y{ }

i
n
i = 1 ,这

里的 x i ∈ R
m 是输入点, y i ∈ { + 1, - 1} ,正类点(即

y i = + 1)的个数为 n + ,负类点个数为 n - ,且 n + + n - =
n。

现将 Fisher 判别法里面的类内离散度 ωTSwω 引

入到最小二乘支持向量机中,得到新的模型,目标是要

最大化类间的间隔且最小化类内离散度。 它的数学模

型如下:

min 12 ω
Tω + 12 βω

TSwω +
C
2∑

n

i = 1
ξ2i (9)

s. t. y i(ω
Tx i + b) = 1 - ξ i   (10)

其中 β ≥0,是新加入项 ωTSwω 的权重。
但在实际的应用中,接触的大多数数据都是非线

性的,因此一个线性分类器处理这些问题很乏力。 为

了解决这一问题,引入核函数[16],通过一个非线性映

射 φ(x) 将样本映入新的空间 H ,这里并不要知道明

确的映射 φ(x) ,而是最终通过核函数 K(x i,x j) =
(φ(x i)•φ(x j)) 来计算。 在核空间的模型如下:

min 12 ω
Tω + 12 βω

TSφwω +
C
2∑

n

i = 1
ξ2i (11)

s. t. y i(ω
Tφ(x i) + b) = 1 - ξ i (12)

由核再生空间理论( theory of reproducing kernels)
所知,解 ω ∈ H 一定在由样本所扩展的空间中,所以

ω 可由所有样本点线性表示,因此 ω 可由下式表示:

ω =∑
n

i = 1
α iφ(x i)

式(11)中的项
1
2 ω

Tω 等价于:

1
2 ω

Tω = 12∑
n

i = 1
∑
n

j = 1
α iα jK(x i,x j) =

1
2 α

TGα

这里 G为 Gram矩阵, G =
K(x1,x1) K(x1,x2) … K(x1,xn)

K(x2,x1) K(x2,x2) … K(x2,xn)

左 左 … 左
K(xn,x1) K(xn,x2) … K(xn,xn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç
ç
ç)

,α 为列向量
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α = (α1,α2,…,α n)
T 。

式(11)中的项可以写为:
1
2 ω

TSφwω =

1
2 ω

T[
n +
n ∑x∈χ + (φ(x) - m

φ
+)(φ(x) - m

φ
+)
T
+

n -
n ∑x∈χ - (φ(x) - m

φ
-)(φ(x) - m

φ
-)
T
]ω

现在将其中一项展开:

ωT∑
x∈χ +

(φ(x) - mφ+)(φ(x) - m
φ
+)
T
ω =

ωT∑
x∈χ +

(φ(x)φ(x) - mφ+ m
φ
+
T)ω =

∑
x∈χ +
∑
n

i = 1
α iK(x i,x)∑

n

j = 1
α jK(x,x j) -

1
n +
∑
n

s = 1
α s∑

n

t = 1
α t∑

n +

p = 1
K(xs,x

+
p )∑

n +

q = 1
K(x +q ,x t) =

(1 - 1n +
)αTK1K

T
1α

这 里 的 K1 为 一 个 n × n + 的 矩 阵: K1 =
K(x1,x

+
1 ) K(x1,x

+
2 ) … K(x1,x

+
n +)

K(x2,x
+
1 ) K(x2,x

+
2 ) … K(x2,x

+
n +)

左 左 … 左
K(xn,x

+
1 ) K(xn,x

+
2 ) … K(xn,x

+
n +

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ç
ç
ç
ç
çç)

。

类似的可以得到:

ωT∑
x∈χ -

(φ(x) - mφ-) (φ(x) - m
φ
-)
Tω =

    (1 - 1n -
)αTK2K

T
2α

因此

1
2 ω

TSφwω =
1
2 [
n + - 1
n αTK1K

T
1α +

n - - 1
n αTK2K

T
2α]

令 Q = G + β(
n + - 1
n K1K

T
1 +
n - - 1
n K2K

T
2 ) ,再将 Q

代入到式(11)中,得到:

min 12 α
TQα + C2∑

n

i = 1
ξ2i

s. t. y i(∑
n

j = 1
α jK(x j,x i) + b) = 1 - ξ i

(13)

利用拉格朗日乘子法可以解决式(13)的最优化

问题,引入拉格朗日乘子 h i :

L(α,b,ξ,h) = 12 α
TQα + C2∑

n

i = 1
ξ2i -

∑
n

i = 1
h i[y i(∑

n

j = 1
α jK(x j,x i) + b) - 1 + ξ i] =

1
2 α

TQα + C2 ξ
Tξ - hT(YGTα + by - e + ξ)

(14)

分别对式(14)中的 α,b,ξ i,h i 求偏导,得到:

ÑαL = Qα -∑
n

i = 1
h iy i∑

n

j = 1
K(x j,x i) = 0α = Q

-1GYh

(15)
Ñξ iL = Cξ i - h i = 0Cξ = h (16)

ÑbL =∑
n

i = 1
h iy i = 0y

Th = 0 (17)

Ñh iL = y i(∑
n

j = 1
α jK(x j,x i) + b) - 1 + ξ i = 0

YGTα + by = e - ξ (18)
(这 里 的 ξ = (ξ1,ξ2,…,ξ n)

T,h = (h1,h2,…,
hn)

T,Y = diag(y1,y2,…,yn),y = (y1,y2,…,yn)T,e是
一个 n × 1 的全 1 向量)。

将 α用α =Q -1GYh代入式(13)中,得到一个关于

以 h为变量的最优化问题:

min 12 h
T[YG(Q -1) TGY + IC ]h - e

Th

s. t. yTh = 0
(19)

式中, YG (Q -1) TGY + IC 为对称半正定矩阵。

证明:因为 G是 Gram矩阵,所以 G是对称半正定

的。

Q = G + β(
n + - 1
n K1K

T
1 +
n - - 1
n K2K

T
2 ),Q 的转置

QT = Q,所以 Q是对称的,对于任意一个非零向量 a =
(a1,a2,…,an),有

aTQa = aTGa + βaT(
n + - 1
n K1K

T
1 +
n - - 1
n K2K

T
2 )a =

aTGa + βbTSφwb

式中, b =∑
n

i = 1
a iφ(x i)。 因为 Sφw 是类内离散矩阵,

所以 Sφw是半正定的,因此 aTQa≥0,即 Q是半正定的。
所以 Q是对称半正定的,又因为 Y 为对角矩阵,所以

YG (Q -1) TGY是对称半正定的。 I是 n × n单位矩阵,

综上 YG (Q -1) TGY + IC 是一个对称半正定矩阵。

问题(19)为凸二次优化问题。 由此求解 h*,然
后 α由 α* = Q -1GYh* 求得。 偏置 b由(18)求解:

b* = 1n∑
n

i = 1
[(1 -

h*i
C )y i -∑

n

j = 1
α*j K(x j,x i)]

最终对于一个输入 x ,它的决策函数为:

y(x) = sgn[∑
n

i = 1
α*i K(x i,x) + b

*]

3 实 验
为了验证所提出的新模型的分类效果,选用了 Ri-

pley 数据集和 UCI 数据库上的三组数据集, Statlog
(Australian Credit Approval),Statlog(German Credit Da-

·37· 第 4 期          薛 松等:基于类内离散度的最小二乘支持向量机



ta),Statlog(Heart),作为实验数据。 从中随机选取一

部分点作为训练样本点,余下的点作为测试样本点。
所有实验都是在个人电脑上的 Matlab2009 上进行的。

实验得到的分类的准确度如表 1 所示。
表 1 分类准确度

数据集
SVM

准确度 / %
LSSVM

准确度 / %
WCS-LSSVM
准确度 / %

Ripley 90. 80 90. 70 91. 40

Australian 85. 50 85. 00 86. 52

German 72. 71 75. 26 75. 26

heart 83. 89 84. 44 85. 00

  实验结果表明,新提出的算法比支持向量机和最

小二乘支持向量机的分类准确度要高。 最小二乘支持

向量机可以视为基于类内离散度的最小二乘支持向量

机模型的一个特例(当 β = 0 时)。

4 结束语
文中通过将类内离散度和最小二乘支持向量机结

合得到了新的模型,并给出了它的数学模型。 利用新

的模型进行分类试验,结果表明分类准确度得到了提

高。 当然类内离散度矩阵有一个缺点,就是当样本个

数少于样本维数时,类内离散度矩阵奇异,但是在绝大

数情况下样本数量是要大于样本维数的,另外还可以

进行降维处理。 文中实验研究也仅局限在仿真和对

比,在应用方面还需努力。
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