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编队卫星最小推力合作交会飞行轨道设计
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摘 要:相较传统的被动式交会而言,空间合作交会往往能显著地减少总燃料消耗量。 为求解编队卫星最小连续推力合

作交会飞行轨迹,首先分别求出双星独立交会至原点处的双脉冲解;然后以推力幅值为延拓变量,逐步减小推力幅值,将
双脉冲解最终延拓至最小推力解;最后利用得到的两组最小推力解直接优化出最小连续推力合作交会解。 该方法通过建

立双脉冲轨道与最小推力轨道之间的延拓关系,并使用双脉冲解作为协态变量初始猜测值,从而较为平滑地得到了满足

最小连续推力最优控制一阶必要条件的合作交会解,同时避免了最优控制问题中协态变量的随机猜测。 仿真结果验证了

所提出方法的有效性。
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Orbit Design for Minimum-thrust Cooperative Rendezvous between
Formation Satellites
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(1. Technology and Engineering Center for Space Utilization,Chinese Academy of Sciences,
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Abstract:Compared with traditional passive rendezvous,cooperative rendezvous can usually decrease the total fuel consumption remark-
ably. In order to obtain the minimum-thrust cooperative rendezvous trajectory between formation satellites,firstly,a two-impulse solution
which ensures rendezvous to the origin is solved respectively. Then the thrust amplitude which is the continuation variable is decreased
gradually and the minimum-thrust amplitude is ultimately deprived from the two-impulse solution. At last,the minimum-thrust coopera-
tive rendezvous orbit can be optimized directly. By establishing the continuation relationship between the two-impulse orbit and the mini-
mum-thrust one and taking the two-impulse solution as the initial guess values of costate variables,the proposed method smoothly ob-
tains the minimum-thrust cooperative rendezvous solution that satisfies the necessary conditions in the optimal control and the costate var-
iables in the optimal control problem are no longer acquired randomly. Simulation results show the effectiveness of the proposed ap-
proach.
Key words:cooperative rendezvous;minimum-thrust;numerical continuation;formation satellites

0 引 言
空间合作交会是指对目标航天器和追踪航天器均

施加主动控制,使二者在末端时刻具有完全相同的位

置和速度矢量。 与传统的被动式交会[1-4]相比,合作

交会往往能显著地减少总燃料消耗量,在执行在轨服

务、空间协同作战及编队调整等复杂任务时,具有明显

优势[5]。 随着小卫星编队飞行的发展,合作交会也成

为小卫星协同工作的重要技术之一。
文中讨论的空间合作交会涉及到两个航天器的最

优转移轨道设计,相对以往单一航天器转移轨道优化

设计来说变得更为复杂。 针对航天器合作交会的最优

控制问题,国内外学者尝试了包括遗传算法[6]、直接配

置法[7]和混合法[8]在内的多种轨迹优化方法,并取得

了一定的成果。 文中在借鉴相关研究的基础上,主要
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探讨两颗编队卫星的最小连续推力合作交会飞行轨道

的优化设计问题。 最小连续推力解不仅对进行合作交

会的双星提出了推力幅值下限值的要求,而且具有推

力均保持全程开启的性质,满足最优控制的一阶必要

条件,可以为求解其他推力水平 bang-bang 控制最优

解奠定基础,如提供协态变量初始猜测值。 因此,研究

最小连续推力合作交会飞行轨道的优化设计问题有着

十分重要的意义。
为了有效地得到最小连续推力,引入了系统参数

延拓方法。 延拓方法的基本思想是从一个相对简单的

问题出发,通过对某些系统参数的连续延拓最终求解

出原本较难解决的问题。 自 Bertrand[9]考虑引入同伦

延拓方法解决一般 bang-bang 最优控制问题以来,学
者们已利用同伦延拓方法求解了深空转移轨道[10]、编
队调度[11]以及编队重构[12]的最优控制问题。 然而目

前还较少有公开文献讨论如何将延拓方法应用到合作

交会飞行轨迹优化设计中去,并且已有的同伦延拓方

法依然存在部分不足,如缺乏较为系统而有效地选取

初始协态变量的方法。 文中所展现的主要研究思想是

从双脉冲解出发,通过对推力幅值延拓最终得到单颗

卫星交会参考轨道的最小连续推力,然后再得到两颗

卫星合作交会的最小连续推力解。

1 最小连续推力最优控制模型
1. 1 编队卫星运动模型

文中研究涉及圆轨道编队中的任意两颗卫星。 假

设圆轨道为参考轨道,编队卫星的轨道控制均采用连

续推力的形式,且不考虑燃料消耗过程中编队卫星质

量的变化。 任意一颗卫星相对参考轨道的相对运动可

用 HCW方程描述[ 13 ]。 用于建立 HCW 相对运动模型

的坐标系定义如下:坐标系原点位于主星, x轴由地心

指向主星, y轴在主星轨道面上与 x轴垂直,沿运动方

向为正, z轴垂直于轨道平面,与 x,y轴构成右手系。
采用 HCW方程所描述的相对运动模型可表示为
.r
.
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式中, r和 v分别为卫星的相对位置与速度矢量;
F为卫星推力加速度幅值并有上限 Fmax (设卫星取单

位质量,推力加速度后文中直接称为推力); u 为推力

方向的单位矢量;矩阵E1 与E2 表示如下:
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式中, n为主星圆轨道的轨道角速度。
令 F = 0,此时无主动的推力控制,求解式(1)可

得到
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式中, t0 表示初始时刻; t表示任意时刻。 记 M =
n t - t( )

0 , sM = sinM,cM = cosM ,则式(4)中矩阵 A,
B,C,D可表示为
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设两 颗 编 队 卫 星 的 状 态 变 量 分 别 为 r1 ( )t ,
v1 ( )t 和 r2 ( )t ,v2 ( )t ,在末端时刻 t f ,如果令
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求解式(9)即可得到编队卫星的合作交会轨迹。
如果末端时刻两颗编队卫星的状态变量满足
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则表明两颗编队卫星是同时向原点处交会,可以

看作是合作交会的一个特例。
1. 2 最优控制问题模型

基于式(1)所描述的相对运动方程,给定两颗编

队卫星初始状态 r1 t( )
0 ,v1 t( )

0 ,r2 t( )
0 ,v2 t( )

0 及交会

周期 T ,合作交会最优控制问题可以描述如下:寻找两

颗编队卫星的最优推力 F1 ( )t ,F2 ( )t ,在保证约束方

程(9)的条件下,使得如下总速度脉冲最小化。

J = 驻v = 乙T
0
[F1( t) + F2( t)]dt (11)

式中,性能指标为积分型[1 4 ]。
系统哈密顿函数为

H = F1 + 姿
壮
r1 v1 + 姿

壮
v1 E1 r1 + E2 v1 + F1 u( )

1 +
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协态变量方程可推导为
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显然,式中的两组协态变量互相解耦。 求解任意

一组可以得到
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式中的矩阵 F,G,H,I可表示为
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该最优控制问题的横截条件为
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式中,鬃如式(9)所示;变量 酌 r,酌 v 为相应的乘子,
可取任意值。 因此协态变量在末端时刻的约束为:两
编队卫星的末端协态变量取相反数。

式(12)中共有四个控制变量:推力方向 u1,u2 和

推力幅值 F1,F2。 在满足约束条件 椰u椰 = 1 的情况

下使哈密顿函数 H极小化可得 u的最优取值形式。

u1
*
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由式(20)可知,最优的推力方向与 - 姿v 的方向相

同,Lawden[ 15 ]将其称为主矢量 p ( )t ,其模值表示为

p ( )t 。 将式及主矢量带入式,系统哈密顿函数变为

H = 1 - p( )
1 F1 + 姿

壮
r1 v1 - p1

壮 E1 r1 + E2 v( )
1 +

1 - p( )
2 F2 + 姿

壮
r2 v2 - p2

壮 E1 r2 + E2 v( )
2

(21)
为使式(21)中的 H达到极小值,最优推力幅值应

取 bang-bang控制形式(暂不考虑 p = 1的奇异情况):

F1
* =

Fmax1     p1 > 1

0     p1 <
{

1

F2
* =

Fmax2     p2 > 1

0     p2 <
{

1
(22)

式中, Fmax1,Fmax2 分别为两编队卫星的推力幅值上

限值。 如果最优推力 F1
*

( )t ,F2
*

( )t 均为推力全程

开启模式,此时合作交会卫星的主矢量

p1 ( )t 逸1,p2 ( )t 逸1 (23)
其形成的轨迹即为最小连续推力合作交会轨迹。
至此,编队卫星最小连续推力合作交会飞行轨道

设计问题已经转换为微分方程((1)、(13)、(20)和
(23))的边值问题(边值约束(9)和(19)),微分方程

边值问题的解即为最小连续推力最优解。

2 最小连续推力求解
上一节提出的微分方程边值问题并不容易直接求

解,主要原因是协态变量没有特定的物理意义,不易给

出合理的初始估计值,并且式(19)的协态变量末端约

束使得协态变量初值更加难以猜测。
为了较为平滑地得到满足最小连续推力最优控制

一阶必要条件的解,本节提出一种以推力幅值为延拓

变量的数值延拓方法,主要分为三步:
第一步是解析求出两颗卫星分别向原点处交会的

双脉冲解;
第二步是以推力幅值为延拓变量,将第一步得到

的两组双脉冲解分别逐步延拓至能完成交会任务的最

小推力解;
第三步是利用第二步的两组最小推力解直接优化

出最小连续推力合作交会解(记该解的推力幅值分别

为 F(1)min 和 F(2)min )。
由于在前两步的优化计算过程中,两颗编队卫星

互不耦合,可以单独求解,而且求解方法完全相同,因
此 2. 1 节和 2. 2 节所介绍的将同时适应于两颗卫星的
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双脉冲解和最小推力解的求解。
2. 1 双脉冲解

双脉冲解是指在初始时刻 t0 和末端时刻 t f 分别施

加一次脉冲所形成的交会轨迹。 结合式(4)和(10)可
求出两次速度脉冲为

驻 v1 = - B
-1
T ATr t( )

0 - v t( )
0

驻 v2 = - CTr t( )
0 + DT B

-1
T ATr t( )

{
0

(24)

式中, AT,BT,CT,DT 分别表示 A,B,C,D 在 T 时

刻的值。
根据式(20)中的最优推力方向取值形式,在双脉

冲解中,将速度脉冲方向(推力方向)设定为主矢量方

向,可以得到初始时刻速度矢量对应的协态变量:

姿v t( )
0 = -

驻 v1
椰驻 v1椰

(25)

与末端时刻速度矢量对应的协态变量:

姿v t( )
f = -

驻 v2
椰驻 v2椰

(26)

将式(25)、(26)带回式(14),即可得到初始时刻

位置矢量对应的协态变量:
姿r t( )

0 = H
-1
T 姿v t( )

f - IT 姿v t( )[ ]
0

(27)

与末端时刻位置矢量对应的协态变量

姿r t( )
f = FT H

-1
T 姿v t( )

f + GT - FT H
-1
T I( )

T 姿v t( )
0

(28)
将式(25)与(27)带回式(14),即可得到双脉冲解

的任意时刻协态变量。 双脉冲解的主要作用是赋予协

态变量一组解析的初值,避免了随机猜测。
2. 2 最小推力解

为实现从双脉冲解至最小推力解的延拓,首先分

析以下子问题:利用有限推力替代脉冲推力,与双脉冲

解的两次脉冲相对应,设定推力开关序列为“开-关-
开”,始末两段推进时间分别为 驻t1 和 驻t2,确定最优推

力大小与方向,使得式(11)中的总速度脉冲最小化。
该子问题中,最优控制问题的推导过程与 1. 2 节

类似,可依次得到式(20)和(22)。 给定推力幅值,由
于推力开关序列被强制为“开-关-开”,为使哈密顿函

数达到极小值,必要条件式(22)蜕变为:
p* ( )t > 1, 开关为“开”

p* ( )t = 任意值, 开关为“关{ ”
(29)

事实上,由式(20)可知,最优推力方向只与主矢

量的方向有关,与主矢量模值无关。 协态变量按比例

增大或减小(见后文式(31)、(32)与图 1 的描述)不影

响式(20),也不影响协态变量方程(13)。 对于任意

“开-关-开”推力序列满足约束条件(10)的可行解,通
过对主矢量的处理总能满足必要条件式(29)(如后文

中图 1 所示),必要条件式(29)对得到最优解并无实

际贡献。 这里,采用直接 /间接混合法[16]的思想,即利

用协态变量方程与式(20),通过对性能指标直接优化

从而不再寻求对部分必要条件与充分条件的满足,在
数值优化意义上获得“开-关-开”推力序列的燃料最

优解。
上述子问题的求解可以转化为如表 1 所示的非线

性规划问题(记为 NLP1)的求解,其中约束条件中等

式左边的 r,v,姿r,姿v 由初始时刻的状态和协态变量经

推进段 1 和自由滑行段正向计算得到;等式右边的 r＇,
v＇,姿＇ r,姿

＇
v 由末端时刻的状态和协态变量经推进段 2

逆向计算得到。
这是一个标准的包含等式与不等式约束的非线性

规划问题,该研究采用 MATLAB 软件中的 fmincon 函

数进行求解,性能指标及约束条件对于优化参数的梯

度均由数值微分计算得到,无需推导解析式。 后文所

列出的非线性规划问题采用同样方法求解。
表 1 子问题非线性规划模型(NLP1)

构成要素 要素表达式

优化参数 姿r t( )
0 ,姿v t( )

0 ,姿r t( )
f ,姿v t( )

f ,驻t1,驻t2

性能指标 min 驻t1 + 驻t( )
2

约束条件

r tf - 驻t( )
2 = r＇ tf - 驻t( )

2

v tf - 驻t( )
2 = v＇ tf - 驻t( )

2

姿r tf - 驻t( )
2 = 姿＇ r tf - 驻t( )

2

姿v tf - 驻t( )
2 = 姿＇ v tf - 驻t( )

2

驻t1 + 驻t2 臆

ì

î

í

ê
ê
ê

ê
ê
ê

T

协态变量方程 方程(14)

状态变量方程 推力段:方程(1);滑行段:方程(4)

  如果将双脉冲解看作是推力幅值为无穷大、推进

时间为无穷小的一个解,由于该解满足上述子问题的

最优性一阶必要条件(式(20),式(29)未考虑),因此

可以认为双脉冲解是上述子问题在推力幅值为无穷大

时的最优解。
而当推力幅值逐步减小直至总推进时间( 驻t1 +

驻t2)等于绕飞周期 T 时,此时对应的推力幅值 Fmin 即
为形成绕飞轨迹的最小推力。 该研究中,通过延拓推

力幅值(逐步减小)将双脉冲解最终过渡至最小推

力解。
随 着 推 力 幅 值 的 减 小, 指 标 函 数 J =

驻t1 + 驻t( )
2 逐步变大,设置小参数 b b >( )0 ,当满

足以下条件时停止求解 NLP1(即停止减小推力幅值)
T - 驻t1 + 驻t( )

2 臆 bT (30)
此时,将“开-关-开”推力序列替换为推力全程开

启的形式,并建立如表 2 所示的非线性规划问题(记为

NLP2),其 中 约 束 条 件 中 的 r t( )
f ,v t( )

f 由 r t( )
0 ,

v t( )
0 经正向积分得到。 利用已经得到的 NLP1 问题
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的解作为初值( b 取值足够小),即可通过直接寻优得

到最小推力解。 需要指出的是,获得“最小推力”采用

了逐步减小推力幅值的技术手段,即多次求解 NLP1,
这有利于避免“最小推力”陷入局部最优。

表 2 最小推力解非线性规划模型(NLP2)

构成要素 要素表达式

优化参数 姿r t( )
0 ,姿v t( )

0 ,F

性能指标 min ( )F

约束条件 式(10)

协态变量方程 式(14)

状态变量方程 式(1)

  得到最小推力 Fmin 后,记最小推力解的协态变量

为 姿( )t ,主矢量曲线为 p ( )t ,最小值为 pmin ,如图 1
(a)所示,对 姿( )t 做如下处理:

姿'( )t =
姿( )t
pmin

(31)

由式(20)可知:处理后的协态变量并不影响最小

推力解。 相应地,主矢量曲线按比例变为

p'( )t =
p ( )t
pmin

(32)

图 1(b)为处理后的主矢量曲线 p＇ ( )t 的示意图。
此时,任意时刻的主矢量模值均不小于 1,并且其最小

值(可能不止一个)等于 1。 根据式(20)与(22)可知,
p＇ ( )t 亦满足 F = Fmin (推力全程开启)条件下的燃料

最优解必要条件,因此最小推力解也成为 F = Fmin 时的

燃料最优解,并将为后续求解最小连续推力解提供初

始估计值。

图 1 最小推力解主矢量示意图

最小连续推力合作交会解的求解可以转化为如表

3 所示的非线性规划问题(记为 NLP3)的求解。 其中

优化参数由上一步的两组最小推力解提供。
表 3 最小推力解非线性规划模型(NLP3)

构成要素 要素表达式

优化参数 姿r1 t( )
0 ,姿v1 t( )

0 ,F1,姿r2 t( )
0 ,姿v2 t( )

0 ,F2

性能指标 min F1 + F( )
2

约束条件 式(9)、(19)

协态变量方程 式(14)

状态变量方程 式(1)

3 算例仿真
设主星轨道为围绕地球运行的 400 km 高的圆轨

道,第一颗编队卫星的初始和末端状态分别为:
r1( t0) = [ ]1 0 2 壮

v1( t0) = 0 - 0.[ ]002 3 0
{ 壮

设定交会周期 T = 4 442. 9 s,由式(24)可以得到

双脉冲解为:
驻 v1 = 0. 481 9 0. 078 7 0.[ ]735 2 壮

驻 v2 = - 1. 075 2 - 0. 078 7 - 2.[ ]379 2
{ 壮

(34)
取第一个优化的推力幅值为:
F0 = 椰驻 v1椰 + 椰驻 v2椰 = 3. 494 7 (35)
按照 2. 2 节介绍的延拓方法对推力幅值进行延

拓,即多次求解 NLP1 (并取 b = 10 -2 )与一次求解

NLP2,可以得到最小推力解,其推力幅值为:
F1 = 8. 219 0 伊 10

-4 (36)
第二颗编队卫星的初始和末端状态分别为:
r2( t f) = [ ]0 2 0 壮

v2( t f) = 0. 001 1 0 0.[ ]002 3
{ 壮

(37)

依照相同的求解过程,可以得出其最小推力幅

值为:
F2 = 8. 800 6 伊 10

-4 (38)
将以上两组最小推力解带入 NLP3,可以最终得到

最小连续推力合作交会解为:
F(1)min = 5. 179 3 伊 10

-4

F(2)min = 5. 179 3 伊 10
-4

(39)

图 2 给出了两编队卫星交会至原点处的轨迹以及

最小连续推力合作交会轨迹,其中箭头方向表示最小

连续推力方向。
从图中可以看出,两颗卫星的推力方向是时刻相

反的,满足最小连续推力最优控制必要条件式(19)。

图 2 编队卫星合作交会轨迹

图 3 给出了最小连续推力解的主矢量。 由于两颗

卫星的协态变量为相反数,根据主矢量的定义可知,两
颗卫星的主矢量曲线相同。 显然,该主矢量曲线满足

最小连续推力最优控制必要条件式(23)。
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图 3 最小连续推力主矢量曲线

4 结束语
文中针对编队卫星最小连续推力合作交会飞行轨

迹的求解问题,首先推导了最小连续推力最优控制的

一阶必要条件,然后建立了双脉冲轨道与最小推力轨

道之间的延拓关系,最后通过对推力幅值的连续延拓,
较为平滑地将双脉冲解延拓至最小连续推力合作交会

解,同时避免了对最优控制问题中协态变量的随机

猜测。
最小连续推力解是一般 bang-bang控制最优解的

极限情况,如何实现最小连续推力解向一般 bang-bang
控制最优解的稳定延拓还需要进一步的研究。
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