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求解多集合分裂可行问题的不精确投影算法

王前芬,张九玲,罗 俊
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210003)

摘 要:文中基于求解分裂可行问题的不精确投影算法,推广到求解多集合分裂可行问题。 首先,用到包含给定闭凸集的

半空间上的投影代替原来到闭凸集上的投影,投影更容易计算。 其次,用类-Armijo 搜索获取步长代替恒定步长,并且利

用得到的迭代步作为一个预测步,再进行一次校正,提出了预测校正不精确投影算法。 该算法不需要计算矩阵的范数和

最大特征值。 文中还证明了预测校正算法的全局收敛性,最后给出了算法的数值实验结果,表明不精确投影算法是可行

稳定的,且预测校正算法具有更快的收敛速度。
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Inexact Projection Methods for Solving Multiple-sets Split
Feasibility Problem

WANG Qian-fen,ZHANG Jiu-ling,LUO Jun
(School of Science,Nanjing University of Posts & Telecommunications,

Nanjing 210003,China)

Abstract:Based on the inexact projection-type method for solving the split feasibility problem,present the inexact projection methods to
solve the multiple-sets split feasibility problem. Firstly,each iteration of the first proposed algorithm consists of a projection onto a half-
space which includes the given non-empty closed convex set. The new algorithm is easy to implement. Secondly,modification of the in-
exact projection method is presented with constant stepsize by adopting Armijo-like searches which does not require the computation of
the matrix norm and the largest eigenvalue,and make another correction by using iteration as a predicting step. It has also proved the glob-
al convergence of the predictor-corrector algorithm,and given the numerical experiment results which show that the inexact projection al-
gorithm is feasible and stable,the predictor-corrector algorithm has a faster convergence rate.
Key words:multiple-sets split feasibility problem;inexact projection;global convergence;Armijo-like searches

0 引 言
设 A沂Rm×n是实矩阵, C i( i = 1,2,…,t),Q j( j = 1,

2,…,r) 分别是 Rn,Rm 中非空闭凸子集,多集合分裂

可行问题(MSSFP) [1]就是寻找元素 x* (如果这样的

x* 存在)

x* 沂 C =疑
t

i = 1
C i s. t. Ax

* 沂 Q =疑
r

j = 1
Q j (1)

MSSFP源于工程实际问题[2],在信号处理[3]与图

像重建[4-5]等领域中应用广泛[6-8]。 Xu 将 CQ 算法[9]

推广到解决 MSSFP,提出了求解 MSSFP 的算法[1]。
CQ算法假设投影容易计算,但很多实际问题中,计算

精确投影需要消耗大量的时间,有时甚至无法计算。

为了克服这个不足,杨庆之提出了松驰 CQ 算法[10],
他用到半空间的投影代替到全空间的投影。 基于以上

研究成果,文中首先给出了一种求解 MSSFP的不精确

投影算法。 其次,利用类-Armijo 搜索对其中的步长

加以修正,并利用不精确算法得到的迭代步作为预测

步,再进行一次校正,得到预测校正不精确投影算法。
预测校正算法不需要计算矩阵的最大特征值,且使得

目标函数在每一步迭代中充分地减小。

1 预备知识
定义[11]:对给定的 赘沂 Rn,v沂 Rn,问题:min{椰u
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- v椰 | u沂 赘} 的解称为 v到 赘的投影,记作 P赘(v)。
可以写成 P赘(v) = argmin{椰u - v椰 | u沂 赘}。

关于多集合分裂可行问题,首先作假设:
(T1)MSSFP的解集非空;
(T2)非空闭凸集 C i = {x沂 R

N | ci(x) 臆0},其中

ci:R
N 寅 R是凸函数[12],非空闭凸集 Q j = {y 沂 R

M |
q j(y) 臆 0},其中 q j:R

M 寅 R是凸函数;
(T3)对 坌x 沂 RN,y 沂 RM ,至少存在一个 孜 沂

鄣ci(x),浊 沂 鄣q j(y) , 其 中, 鄣ci(x) = {孜 沂
RN ci( z) 逸 ci(x) + 掖孜, z - x业, 坌z 沂 R

N};鄣q j(y) =

{浊 沂 RM q j(u) 逸 q j(y) + 掖浊, u - y业, 坌u沂 R
M} 。

2 算法及收敛性分析
为了求解 MSSFP,对任意的 1臆 j臆 r,茁 j > 0,定义

逼近函数:

f ( )x =
1
2移

r

j = 1
茁 j 椰PQ j(Ax) - Ax椰2,梯度Ñf(x) =

移
r

j = 1
茁 jA

T(I - PQ j)Ax 。 那么寻找约束 MSSFP 的一个

解,就可以转化为求解最小值问题:
min f(x) | x沂{ }C 。
2. 1 不精确投影算法

文中首先将杨庆之的算法推广到 MSSFP 得到如

下算法 1。

算法 1:对任意的 i,j,琢i > 0,茁 j > 0,移
t

i = 1
琢i = 1,0 <

姿 < 2 / L,L = 椰A椰2移
r

j = 1
茁 j,k逸0,有

xk+1 =移
t

i = 1
琢 iPC i,k(x

k - 姿移
r

j = 1
茁 jA

T(I - PC i,k)Ax
k)

其中, C i,k = {x沂 R
N | ci(x

k) + 掖孜 k, x - xk业 臆0},
孜 k 沂 鄣ci(x

k);Q j,k = {y沂 R
M | q j(Ax

k) + 掖浊 k,y - Axk业
臆 0},浊 k 沂 鄣q j(Ax

k) 。
注:由次梯度定义可知,半空间 C i,k 和 Q j,k 分别包

含 C i和 Q j ,有时,到 C i,k和 Q j,k上的正交投影可以直接

计算(见参考文献[13])。
2. 2 预测校正算法及收敛性分析

算法 1 中步长选取固定值,这将影响收敛速度。
下面首先利用类-Armijo 搜索对算法 1 的步长加以修

正,其次利用算法 1 得到的迭代步作为一个预测步,再
进行一次校正,得到如下的预测校正算法。

算法 2:对任意的 i,j,琢i > 0,茁 j > 0,移
t

i = 1
琢i = 1,常

数 酌 > 0,l沂 (0,1),滋沂 (0,1),k逸0,有

xk+1 =移
t

i = 1
琢iPC i,k(x

k - 姿 k移
r

j = 1
茁 jA

T(I - PQ j,k)A x
-
k)

其中, x
-
k =移

t

i = 1
琢 iPC i,k(x

k - 姿 k Ñf k(x
k)) , Ñf k(x) =

移
r

j = 1
茁 jA

T(I - PQ j,k)Ax;姿 k = 酌l
mk,mk 是使下列不等式成

立的最小非负整数

椰 Ñf k(x
k) - Ñf k(x

-
k)椰2 臆 滋

椰xk - x
-
k椰2

姿 k
引理 1: Ñf k,k = 0,1,2… 在 RN 上 Lipschitz 连续,

其 Lipschitz常数为 L,L = 椰A椰2移
r

j = 1
茁 j ,此外, Ñf k 在

RN 上强单调[14],其系数为 1 / L 。

引理 2: 姿
-
< 姿 k 臆 酌,k = 0,1…,姿- = min{酌,

滋l
L } 。

定理 1:设 x{ }k 是算法 2 生成的序列,若(T1) ~
(T3)成立,则 x{ }k 收敛到 MSSFP的一个解。

证明:设 x* 是MSSFP的一个解,则 C i哿C i,k,Q j哿
Q j,k,x

* 沂 Ci,k,Ax
* 沂 Qj,k,Ñf k(x

*) = 0。 由引理 2 知

Ñf k 单调,所以 掖Ñf k( x
-
k),xk - x*业 逸 掖Ñf k( x

-
k),xk -

x
-
k业,于是

椰xk+1 - x*椰2 =

椰移
t

i = 1
琢 iPC i,k(x

k - 姿 k Ñf k(x
-
k)) - x*椰

2
=

椰移
t

i = 1
琢 iPC i,k(x

k - 姿 k Ñf k(x
-
k)) -移

t

i = 1
琢 ix

*椰
2
臆

移
t

i = 1
琢 i(椰x

k - 姿 k Ñf k(x
-
k) - x*椰2 -

椰PCi,k(x
k - 姿 k Ñf k(x

-
k)) - xk + 姿 k Ñf k(x

-
k)椰2) 臆

椰xk - 姿 k Ñf k(x
-
k) - x*椰2 -

椰移
t

i = 1
琢 iPC i,k(x

k - 姿 k Ñf k(x
-
k)) -移

t

i = 1
琢 ix

k +

移
t

i = 1
琢 i姿 k Ñf k(x

-
k)椰2 臆椰xk - x*椰2 -

椰 x
-
k - xk椰2 - 椰xk+1 - x

-
k椰2 + 2掖xk - x

-
k -

姿 k Ñf k(x
-
k),xk+1 - x

-
k业

由于

2掖xk - x
-
k - 姿 k Ñf k(x

-
k),xk+1 - x

-
k业 臆 2掖xk - x

-
k -

姿 k Ñf k(x
-
k),xk+1 - x

-
k业 + 2掖x

-
k - xk + 姿 k Ñf k(x

-
k),

xk+1 - x
-
k业 臆 2姿 k椰 Ñf k(x

k) - Ñf k(x
-
k)椰椰xk+1 -

x
-
k椰臆 滋2 椰xk - x

-
k椰2 + 椰xk+1 - x

-
k椰2

于是,对一切 k = 0,1,2…

椰xk+1 - x*椰2 臆椰xk - x*椰2 - 椰xk - x
-
k椰2 -

滋2 椰xk - x
-
k椰2 = 椰xk - x*椰2 - (1 -

滋2) 椰xk - x
-
k椰2

这 表 明 序 列 椰xk - x*椰{ }2 单 调 递 减, 且
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x{ }k 有界,因此 lim
k寅¥
椰xk - x

-
k椰 = 0。

另一方面,

椰xk+1 - xk椰臆椰xk+1 - x
-
k椰 + 椰xk - x

-
k椰臆

椰xk - 姿 k Ñf k(x
-
k) - xk + 姿 k Ñf k(x

k)椰 + 椰xk -

x
-
k椰 = 姿 k椰 Ñf k(x

-
k) - Ñf k(x

k)椰 + 椰xk - x
-
k椰臆

(滋 + 1)椰xk - x
-
k椰

因此, lim
k寅¥
椰xk+1 - xk椰 = 0。

设 x
~
是 x{ }k 的一聚点且 xkp寅 x

~
, xk{ }p ¥

p = 1 是 x{ }k

的一子序列。 接下来证 x
~
是 MSSFP 的一个解。 定义

ek(x,姿) = x -移
t

i = 1
琢 iPC i,k(x - 姿 Ñf k(x)),k = 0,1,2,…则

ekp(x
kp,姿 kp) = x

kp - x
-
kp。

根据引理 2 和参考文献[15] 中引理 2. 2 得到:

lim
kp寅¥
椰ekp(x

kp,1)椰 臆 lim
kp寅¥

椰xkp - x
-
kp椰

min 1,姿 k{ }
p

臆

lim
kp寅¥

椰xkp - x
-
kp椰

min 1,姿{ }
-

= 0

其中,姿
-
= 滋lL

掖xkp - x*,ekp(x
kp,1)业 逸 椰ekp(x

kp,1)椰2 -
掖Ñf kp(x

kp),ekp(x
kp,1)业 + 掖Ñf kp(x

kp) -
Ñf kp(x

*),xkp - x*业 = 椰ekp(x
kp,1)椰2 -

掖Ñf kp(x
kp),ekp(x

kp,1)业 +移
r

j = 1
茁 j掖(I -

PQ j,k p)Ax
kp - (I - PQ j,k p)Ax

*,Axkp - Ax*业 逸
椰ekp(x

kp,1)椰2 - 掖Ñf kp(x
kp),ekp(x

kp,1)业 +

移
r

j = 1
茁 j 椰Axkp - PQ j,k p(Ax

kp)椰2

由于椰 Ñf kp(x
kp) - Ñf kp(x

*)椰臆 L椰xkp - x*椰 ,
且 xk{ }p ¥

i = 1 有界,知 Ñf kp(x
kp{ }) 有界。

因此,
lim
kp寅¥
椰xkp - PC i,k p(x

kp)椰 = 0,lim
kp寅¥
椰Axkp -

PQ j,k p(x
kp)椰 = 0

所以

ci(x
kp) + 掖孜 i

kp, PC i,k p(x
kp) - xkp业 臆 0, q j(Ax

kp) +
掖浊 j

kp, PQ j,k p(Ax
kp) - Axkp业 臆 0

于是 ci( x
~
) 臆0,q j(Ax

~
) 臆0,这表明 x

~
沂C =疑

t

i = 1
C i,

Ax
~
沂 Q =疑

r

j = 1
Q j 。

因此, x
~
是 MSSFP的一个解。 用 x

~
代替 x～* 得到序

列 椰xk - x
~

{ }椰 收敛。 进一步由于 x{ }k 的子序列

xk{ }i 收敛到 x
~
,得到 xk 寅 x

~
(k寅 ¥) 。

证毕。

3 数值实验
这部分,通过数值仿真对算法 1 和算法 2 进行比

较与验证。 在数值仿真中,为了便于实现,仅就如下形

式问题的求解进行讨论:

x沂 C =疑
t

i = 1
C i 使得 Ax = b,b沂 Q =疑

r

j = 1
Q j

其中,

C i = x沂 Rn | 移
r

j = 1
aTijx

2
j 臆 g i( i臆1,2,…,t{ }) ;

Q j = y沂 Rm | 移
t

i = 1
bTjiy

2
i 臆 h j( j臆1,2,…,r{ }) ,系

数为 a ij,b ji,g i,h j ;矩阵 A沂 Rm×n ;初始向量 x0 是随机

产生的。 程序代码用 Matlab7. 8 编写和执行,CPU 时

间以秒记。 表 1 给出了集合数量 t、r 取不同值情况下

算法 1 和算法 2 在迭代步数(step)和运行时间( T )上
的比较结果。 终止准则为椰xk+1 - xk椰臆 着,取 着 = 5 ×
10 -5,酌 = 1,l = 0. 8,滋 = 0. 8。 在算法 1 的数值算例中,
取 姿 = 0. 5 / L 。

表 1 算法 1 和算法 2 在 t、r取
不同值下的实验结果比较

( t,r) 算法 1 算法 2

(8,10)
step =2 710
T=0. 577

step =1 436
T=0. 527

(40,40)
step =3 314
T=4. 094

step =1 231
T=2. 936

(50,100)
step =3 642
T=17. 474

step =1 412
T=13. 131

(80,60)
step =5 286
T=17. 537

step =1 276
T=8. 433

(100,100)
step =5 313
T=43. 526

step =1 010
T=16. 564

  实验结果表明,算法 1 和算法 2 都是可行稳定的。
对于同一问题,算法 2 相对于算法 1,减少了迭代次数

和运行时间,加快了收敛速度。 通过对不同维数进行

实验可以发现,在问题规模较大的时候,算法 2 的优越

性更为明显。 因此,文中着重叙述算法 2,在实际应用

中,推荐使用算法 2。

4 结束语
常见的求解 MSSFP 的投影算法存在很多的局限

性,例如:投影计算困难,矩阵逆和最大特征值的计算

需要花费大量的时间等。 文中首先给出了求解MSSFP
的不精确投影算法,算法更易于执行。 在给出的不精

确投影算法的基础上, 还提出了一种预测校正算法。
(下转第 98 页)
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(上接第 92 页)
预测校正算法不需要计算矩阵的逆和最大特征值,且
目标函数在每一步迭代过程中充分地减小。 给出了预

测校正算法的收敛性分析。 最后,文中给出了数值实

验结果,表明新算法是可行稳定的。

参考文献:
[1] Xu Hongkun. A variable Krasnosel' ski-Mann algorithm and

the multiple - set split feasibility problem [ J]. Inverse Prob-
lems,2006,22:2021-2034.

[2] Censor Y,Elfving T. A multi-projection algorithm using Breg-
man projections in a product space[ J]. Number Algorithms,
1994,8(2):221-239.

[3] Byrne C. A unified treatment of some iterative algorithms in
signal processing and image reconstruction[ J]. Inverse Prob-
lems,2004,20:103-120.

[4]  Censor Y. Parallel application of block iterative methods in
medical imaging and radiation therapy[J]. Mathematical Pro-
gramming,1988,42(1):307-325.

[5] 李振坤.求解多集合分裂可行性问题的新投影算法[D].
南京:南京邮电大学,2013.

[6] 解可新,韩 健,林友联.最优化方法[M].天津:天津大学

出版社,1997.
[7] 丁昊鑫.两类求解分裂可行问题的强收敛迭代算法及松弛

算法[D].天津:南开大学,2011.
[8] 王新艳,屈  彪. 求解分裂可行问题逆问题的算法推广

[J].泰山学院学报,2010,32(6):10-14.
[9] Byrne C. Iterative oblique projection onto convex sets and the

split feasibility problem[J]. Inverse Problems,2002,18:441-
453.

[10] Yang Qingzhi. The relaxed CQ algorithm solving the split feasi-
bility problem[J]. Inverse Problems,2004,20:1261-1266.

[11] 何炳生.论求解单调变分不等式的一些投影收缩算法[J].
计算数学,1996(1):55-60.

[12] 徐成贤,陈志平,李乃成.近代优化方法[M].北京:科学出

版社,2002.
[13] Fukushima M. A relaxed projection method for variational ine-

qualities[J]. Mathematical Programming,1986,35:58-70.
[14] 李 雷,吴从忻. 集值分析[M]. 北京:科学出版社,2003:

15-36.
[15] Qu Biao,Xiu Naihua. A note on the CQ algorithm for the split

feasibility problem[J]. Inverse Problems,2005,21(5):1655-
1665.

·89·                     计算机技术与发展                  第 25 卷



求解多集合分裂可行问题的不精确投影算法
作者： 王前芬， 张九玲， 罗俊， WANG Qian-fen， ZHANG Jiu-ling， LUO Jun

作者单位： 南京邮电大学 理学院,江苏 南京,210003

刊名：
计算机技术与发展

英文刊名： Computer Technology and Development

年，卷(期)： 2015(2)

  

 

引用本文格式：王前芬.张九玲.罗俊.WANG Qian-fen.ZHANG Jiu-ling.LUO Jun 求解多集合分裂可行问题的不精确

投影算法[期刊论文]-计算机技术与发展 2015(2)

http://d.wanfangdata.com.cn/Periodical_wjfz2015020022.aspx
http://www.wanfangdata.com.cn/
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e7%8e%8b%e5%89%8d%e8%8a%ac%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e5%bc%a0%e4%b9%9d%e7%8e%b2%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e7%bd%97%e4%bf%8a%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22WANG+Qian-fen%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22ZHANG+Jiu-ling%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22LUO+Jun%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Organization%3a%22%e5%8d%97%e4%ba%ac%e9%82%ae%e7%94%b5%e5%a4%a7%e5%ad%a6+%e7%90%86%e5%ad%a6%e9%99%a2%2c%e6%b1%9f%e8%8b%8f+%e5%8d%97%e4%ba%ac%2c210003%22+DBID%3aWF_QK
http://c.wanfangdata.com.cn/periodical-wjfz.aspx
http://c.wanfangdata.com.cn/periodical-wjfz.aspx
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e7%8e%8b%e5%89%8d%e8%8a%ac%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e5%bc%a0%e4%b9%9d%e7%8e%b2%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22%e7%bd%97%e4%bf%8a%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22WANG+Qian-fen%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22ZHANG+Jiu-ling%22+DBID%3aWF_QK
http://s.wanfangdata.com.cn/Paper.aspx?q=Creator%3a%22LUO+Jun%22+DBID%3aWF_QK
http://d.wanfangdata.com.cn/Periodical_wjfz2015020022.aspx
http://d.wanfangdata.com.cn/Periodical_wjfz2015020022.aspx
http://c.wanfangdata.com.cn/periodical-wjfz.aspx

