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三目立体相机的标定研究
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摘 要:立体相机标定是计算机视觉中的重要方法,在立体相机的距离测量、三维重建等领域占据着重要的基础地位和广

泛的用途。 文中在单目相机标定的基础上提出了三目立体标定的新方法,其主要原理是利用三个相机之间的约束关系,
建立多目标带约束的优化方程使标定精度得到提高,三目相机标定相对于传统的单目相机标定还可以得到三个相机之间

的位置关系。 文中首先讲述了立体相机标定的一些基础知识,其中主要是相机模型的介绍;其次讲述了单目摄像机的标

定原理,并由此提出三目摄像标定的方法;最后给出实验的结果,验证了所提方法的正确性和有效性。
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Study on Trinocular Stereo Camera Calibration

LI Meng,ZHOU Bo,MENG Zheng-da,DAI Xian-zhong
(Ministry of Education Key Laboratory of Measurement and Control of CSE,Southeast University,

Nanjing 210096,China;
School of Automation,Southeast University,Nanjing 210096,China)

Abstract:Stereo camera calibration is an important step in computer vision. It occupies the important status in stereo camera distance
measurement,three-dimensional reconstruction and other fields. In this paper,a new method of stereo calibration is proposed on the basis
of monocular camera. Its main principle is to use the constraint relationship between the three cameras for constructing multi-objective op-
timization equation with constraints to improve the calibration precision. It can also get the translation and rotation between three cameras.
Firstly,tell some basic knowledge of stereo camera calibration,of which the camera model is introduced mainly. Secondly,discuss the mo-
nocular camera calibration principle,and thus the ternary camera calibration method is put forward. Eventually,the results of experiment
are given to validate the correctness and effectiveness of the proposed method.
Key words:stereo camera calibration;computer vision;three-dimensional reconstruction;camera model

0 引 言
计算机视觉领域的研究目标是使计算机能够通过

二维图像感知三维环境,从而可以进行一些后处理,比
如三维重建以及视觉定位等研究。 在计算机视觉领

域,进行视觉测量等研究必不可少的一步是摄像机的

标定,立体相机标定的主要任务是获得摄像机的内外

参数信息,同时得到多个相机之间的位置关系[1]。 摄

像机标定精度直接影响着视觉测量系统的性能。 国内

外许多学者对标定技术都进行了深入的研究,也取得

了一定的成果,但到目前为止没有一种标定方法能满

足所有的标定需求,它们都有着各自的优缺点,在实际

的应用中要根据情况选择适当的标定方法[2- 3],针对

具体应用,先对各个相机单独标定,再利用各个相机存

在的约束关系全局标定,从而提高相机标定的精度。

1 摄像机模型
1. 1 摄像机中常见坐标

在摄像机标定中,首先要搞清楚图像像素坐标系、
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图像物理坐标系、摄像机坐标系、世界坐标系的位置关

系,这几个坐标系的位置关系的理解是研究摄像机模

型的前提。
在图 1 中,首先在图像上建立坐标系 uOv ,图像上

每点的坐标 (u,v) 代表图像上每个像素点的列数和行

数,因为 (u,v) 所对应的值是图像在该点的灰度值,因
此 (u,v) 被称之为像素坐标,而其中 (u0,v0) 是图像

的中心点的像素坐标。

图 1 图像像素坐标系与图像物理坐标系

同时为了将图像的像素坐标与实际的物理尺寸联

系起来,还需要建立图像物理坐标系 xO1y ,点 O1 为图

像像素坐标系的中心,每个像素沿 x 轴方向的实际物

理尺寸为 dx,沿 y 轴方向的实际物理尺寸为 dy,则能

够得到两个坐标系的变换关系:

u = xdx + u0 (1)

v = ydy + v0 (2)

上式写成齐次坐标的形式:
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图 2 中, Oc - XcYcZc 代表着摄像机坐标系,其中,
Oc 是摄像机的光心, Xc 和 Yc 分别和图像坐标系的 x
轴和 y轴是平行的。 世界坐标系的选择一般是根据实

际情况进行合理的选择,图中 Ow - XwYwZw 代表着世

界坐标系。 世界坐标系与相机坐标系的变换关系

如下:

图 2 相机坐标系与世界坐标系的关系
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其中,向量 t 代表世界坐标系的原点在相机坐标

系中的坐标值;R 代表世界坐标系到相机坐标系的旋

转矩阵,其可以用欧拉角进行表达,其中 琢 表示绕 Zw
轴旋转角度, 茁 表示绕 Yw 旋转角度, 酌 表示绕 Xw 旋转

角度。
欧拉角表达旋转矩阵形式如下:

R =
c琢c茁 c琢s茁s酌 - s琢c酌 c琢s茁c酌 + s琢s酌
s琢c茁 s琢s茁s酌 + c琢c酌 s琢s茁c酌 - c琢s酌
- s茁 c茁s酌 c茁c
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1. 2 相机投影模型

相机的投影模型中,光线从场景或者很远的地方

发射过来,所有的光线穿过图像平面最后相交于一点

即投影中心。 如图 3 所示,f表示图像平面与投影中心

之间的距离,也即焦距,光轴与图像平面的交点为主

点[4 - 5],坐标为 (cx,cy) ,由相似三角形的关系可以

得到:
q = MQ   (6)

其中,M =
f x 0 cx
0 f y cy
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图 3 相机投影模型

然而在相机标定过程中,并不容易得到真实的物

理场景中的点在摄像坐标系下的坐标,但容易得到点

在指定的世界坐标系下的坐标[6 - 7],因此式(6)变成:

q
~
= sMWQ

~
 (7)

其中, q
~
= (x,y,1) ,一般选择 Z=0,这样 Q

~
= (X,

Y,1) ,s为任意尺度比例,W = [ r1 r2 t],定义 H = [h1
h2 h3] = sM[r1 r2 t] 。

2 单目摄像机的标定
由 r1 和 r2 的正交性可以得到下面两个约束条件:
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hT1M
-TM -1h2 = 0 (8)

hT1M
-TM -1h1 = h

T
2M

-TM -1h2 (9)
同时定义

B = M -TM -1 =
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b = [B11 B12 B22 B13 B23 B33] (11)
通过上面的定义可以得到:
hTi Bh j = v

T
ijb  (12)

其中对 hi 和 v ij 的定义如下:
hi = [h i1 h i2 h i3]

T (13)
v ij = [h i1h j1,h i1h j2 + h i2h j1,h i2h j2

h i3h j1 + h i1h j3,h i3h j2 + h i2h j3,h i3h j3]
T (14)

根据 (8)和 (9)两个约束条件,可以得到下面

等式:
vT12

(v11 - v12)
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如果可以同时得到 K 个棋盘图像,堆叠这些方

程,有:
Vb = 0    (16)
其中,V是2K × 6的矩阵,当K逸3时,可得到唯一

解 b,从而得到相机的内参数( f x,f y,cx,cy)
[8 -9], 当得

到相机的内参数矩阵之后,相机的外参数根据单应性

条件可以得到:
r1 = 姿M

-1h1  (17)
r2 = 姿M

-1h2  (18)
r3 = r1 × r2    (19)
t = 姿M -1h3  (20)
其中, 姿 = 1 /椰M -1h1椰 。
在前面的讨论中,并没有讨论畸变参数的影响,而

在实际的相机模型中必须要考虑相机的畸变问题。 针

对文中的相机,其主要畸变影响是径向畸变[10 - 11],其
他详细的相机模型可以参考文献[12],畸变的示意图

如图 4 所示。
从图中可以看出在远离图像中心,尤其是图像的

边缘畸变严重,也就是说在图像的中心畸变为零,随着

向边缘移动,畸变越来越严重。

设 ( x
~
,y
~
) 是不考虑畸变的图像坐标系下的坐标,

( x
~
,y
~
) 是真实的也就是畸变之后的图像坐标系下的坐

标,并且 (x,y) 和 ( x
~
,y
~
) 都是经过正规化之后的,两

者的对应关系满足:

图 4 畸变模型

x
~
= x + x(k1(x

2 + y2) + k2 (x
2 + y2) 2) (21)

y
~
= y + y(k1(x

2 + y2) + k2 (x
2 + y2) 2) (22)

其中, k1 和 k2 是径向畸变系数。

假设 (u,v) 和 (u
~
,v
~
) 分别是不考虑畸变和考虑

畸变之后的图像像素坐标系下的坐标值,因此上面两

个等式等价于:

u
~
= u + (u - u0)(k1(x

2 + y2) + k2 (x
2 + y2) 2)

(23)

v
~
= v + (v - v0)(k1(x

2 + y2) + k2 (x
2 + y2) 2)

(24)
其中, (u0,v0) 是光轴与图像平面的交点,也即图

像平面的主点。 可以在先不考虑畸变的情况下求得相

机的内参数,以及各个点的像素坐标,然后再考虑畸变

参数。 这样的求解思路能带来很大的便利性。 对等式

(23)和(24)进行整理可得:
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如果有 n幅棋盘图,每幅棋盘图有 m 个点,则可

以得到 2×m×n 个等式,这 2×m×n 个等式可以形成一

个矩阵等式:
Dk = d    (26)
通 过 伪 逆 求 解 这 个 方 程, 可 以 得 到 k =

(DTD) -1DTd, 这样考虑到畸变参数之后把世界坐标

系中的点反投影到图像像素坐标系下,然后对下式进

行优化处理,可以得到更为精确的内外参数,对这个式

子的最优化求解可以采用 LM 算法进行迭代求取最小

值[13 - 14]。

移
n

i = 1
移
m

j = m
椰u ij - f

^
(M,R i,t i,k1,k2,Uij)椰

2
(27)
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3 三目相机位置关系的求解
三目相机标定与前面的单目相机标定的主要区别

在于三目相机标定除了标定摄像机的内外参数之外,
还需要各个相机之间的相对位置关系。 假设相机的坐

标系用 Ck,Cp 表示,其中 k,p = 1,2,3,1,2,3 分别表示

左、中、右相机,则相机的位置关系可以用下式表达:
Ck = RckpCp + tckp  (28)
其中, Rckp表示 p相机到 k相机的旋转变换; tckp表

示 p相机到 k相机的平移变换。
在单目相机标定过程中可以得到相机相对于同一

个世界坐标系的位置变换 Rk 和 tk ,则相机之间的位置

变换可以通过下列变换得到:
Rckp = RpR

-1
k  (29)

tckp = tp - RpR
-1
k tk  (30)

这样对于 n幅棋盘图就可以得到 n个 Rckp 和 tckp ,
由于噪声和计算误差的影响这些值并不会完全相同,
选择中值作为 Rckp 和 tckp 的初始值,然后运用 LM 对计

算结果进行优化以得到最优结果。 优化方程建立

如下:
(Rckp,tckp) = minJ (31)
定义:

J =移
n

i = 1
移
m

j = 1
椰ukij -

f
~
(Mk,Rpi,tpi,kk1,kk2,Rckp,tckp,Uij)椰

2 (32)
上述优化过程并没有考虑三个相机之间的约束关

系 g(Rc12,tc12,Rc23,tC23,Rc13,tc13) = 0,而只是对每个相

机进行单独的优化与处理,考虑到约束条件可以起到

优化参数的作用,进而提高相机位置之间的标定精度。
重新整理之后的优化方程如下:

J1 =移
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移
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j = 1
椰u1ij - f
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优化目标为: min J ,其中 J = J1 + J2 + J3。

4 实验结果
实验的传感器采用 bumblebeeXB3 立体摄像机,相

机资料所焦距标称值为 f0=2. 5 mm,相机分辨率为 384
( h ) × 512( v ),3. 75 μm方形像元,左边相机与中间

相机基线距离为 120 mm,中间相机与右边相机的基线

距离为 120 mm,左右相机的基线距离为 240 mm。 实

验所采用的标定板如图 5 所示,实验共采集了标定板

在 17 个不同姿态下的图像,每幅图像有 117 个角点

坐标。

图 5 标定板示意图

左侧相机标定结果:
fLx =648. 252 6, fLy =646. 653 5, cLx =258. 067 5,
cLy =205. 350 7, kL1 = -0. 027 4, kL2 =0. 250 3
中间相机标定结果:
fMx =651. 606 2, fMy =649. 847 0, cMx =261. 257 2,
cMy =206. 515 9, kM1 = -0. 063 8, kM2 =0. 844 6
右侧相机标定结果:
fRx =647. 530 3, fRy =645. 816 2, cRx =265. 428 1,
cRy =197. 076 6, kR1 = -0. 007 2, kR2 =0. 055 5
中间相机到左侧相机的变换:

Rc12 =
1. 000 0 - 0. 002 4 - 0. 008 3
0. 002 4 1. 000 0 0. 007 3
0. 008 3 - 0. 007 4 0.
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右侧相机到中间相机的变换:

Rc23 =
0. 999 9 0. 003 5 - 0. 012 5
- 0. 003 5 1. 000 0 - 0. 003 0
0. 012 5 - 0. 002 9 0.

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç999 9

Tc23 =
- 122. 50
1. 78
0.

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ç
ç
ç25

右侧相机到左侧相机的变换:

Rc13 =
0. 999 8 0. 001 2 - 0. 020 8
- 0. 001 0 0. 999 9 0. 010 3
0. 020 8 0. 010 3 0.
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标定的结果分析:
焦距是摄像机标定中一个非常重要的参数,首先

考察焦距的标定误差。 相机 CCD 像元的尺寸为 dx =
dy = 3. 75 μm ,再对 f x 和 f y 取平均换算成以 mm 为

单位。
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f
^
=
f x·dx + f y·dy

2 × 10 -3 (36)

则标定结果中焦距绝对误差和相对误差为:

驻f = f
^
- f0 (37)

啄 = 驻ff0
× 100% (38)

计算结果如表 1 所示。
表 1 标定误差结果分析

摄像机序号 绝对误差 / mm 相对误差 / %

1(左) -0. 07 2. 8

2(中) -0. 06 2. 4

3(右) -0. 07 2. 8

5 结束语
文中对三目立体标定的方法以及原理进行了详细

的研究,提出的多目标带约束的优化方程吻合三目摄

像机的参数模型,在此基础上利用 MATLAB 对三目标

定原理进行了实验。 实验结果很好地验证了三目立体

标定原理的正确性以及有效性。
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