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图的 Steiner最小树问题的混合遗传算法

赵礼峰,王小龙
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210023)

摘 要:图的 Steiner最小树问题是经典的组合优化问题,在通信网络和电路设计中有广泛应用。 文中在遗传算法的基础

上,对交叉率 pc和变异率 pm采用自适应过程,构造一种新的确定 pc和 pm的公式,有效解决了参数选取对最终结果的影响问

题。 再与模拟退火算法相结合,提出了一种解决 Steiner最小树问题的混合遗传算法。 该算法克服了遗传算法易早熟和收

敛性能差的缺点,有效地增强了算法的进化能力。 通过对 OR-Library的部分实例进行计算结果表明,在大多数情况下混

合遗传算法比遗传算法有更好的性能。
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Hybrid Genetic Algorithm of Graphical Steiner Tree Problem

ZHAO Li-feng,WANG Xiao-long
(College of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210023,China)

Abstract:The Graphical Steiner tree Problem (GSP) is a classical combinatorial optimization problem,which has been widely used in
communication network and the circuit design. In this paper,on the basis of genetic algorithm,apply the adaptive process for the crossover
rate and mutation rate,to construct a new formula determining the crossover rate and mutation rate,effectively solving the problem of pa-
rameters selection on the final result. Combined with the simulated annealing algorithm,propose a hybrid genetic algorithm to solve the
problem of minimum Steiner tree. The algorithm overcomes the faults of genetic algorithm is easy to premature and poor convergence per-
formance,effectively enhancing the capacity of the evolution of the algorithm. By the OR-Library test case calculation results show that,
in most cases,the hybrid genetic algorithm has better performance than genetic algorithm.
Key words:Steiner minimal tree problem;genetic algorithm;self-adaption;hybrid genetic algorithm

0 引 言
图的 Steiner最小树问题(GSP)是求图中连接给

定顶点最小树长的问题,最早是在 1971 年由 Hakimi
提出[1],1972 年 Karp 证明了图的 Steiner 最小树在一

般情况下是 NP-完全问题[2],所以不存在多项式时间

的最优解。 Steiner最小树能够解决多播最佳路由选择

问题,在通信网络和电路设计中有广泛的应用。
目前有许多解决 Steiner最小树问题的精确解法,

但是这些精确算法计算量随着问题规模的增大而呈指

数级增长,所以并不适用。 启发式算法并不能保证给

出最优解,但是其优点在于算法的实现较简单,算法的

复杂度不高。 有许多求解 Steiner 最小树问题的启发

式算法[3-4],其中比较著名的算法有 KMB 算法、MPH

算法、ADH算法等。
近年来,智能优化算法[5]得到快速发展,由于其在

求解 NP 难问题时具有实用性、通用性、灵活性、高效

性等特点,因此许多学者用这些算法求解 Steiner 最小

树问题。 如遗传算法(GA) [6]、蚁群算法[7]、禁忌算

法[8]。 但是对于每一种具体的算法,其又有自身的劣

势。 如遗传算法局部搜索能力差,容易出现“早熟冶现
象。 蚁群算法一般需要较长的搜索时间,并且容易出

现停滞现象。 禁忌算法对初始解的依赖性较强,并且

是串行算法不能进行并行搜索。
文中首先根据 Steiner最小树的数学性质[9],对图

中的非正则点进行分类。 找出那些肯定在最后所求树

中的点,排除不在 Steiner 最小树中的点,剩下的非正
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则点作为候选点。 把求解 Steiner 最小树问题转化为

寻找 Steiner点的组合优化问题。 给出了一种确定交

叉率 pc和变异率 pm的公式,结合遗传算法和模拟退火

算法各自的优点,提出了一种解决该问题的混合遗传

算法(GSA)。

1 问题的定义与性质
1. 1 问题的定义

给定无向连通图 G(V,E),其中 V 为顶点集,E 为

边集,定义权值函数 f:E寅R + ,构成网络 N(G,f) 。 给

定子集 P哿 V ,要求在网络 N(G,f) 上寻找一棵子树 T

= (Y,U) , st P哿 Y哿 V , U 哿 E ,且 移
e沂U(T)

f(e) 最小。

称 T为图 G关于 P 的 Steiner 最小树。 点集 P 称为原

点(或正则点),不属于 P 的点称为非正则点。 点集 S
称为 Steiner-点,简称 s-点,其中 S 哿 V \P , Y = P 胰
S。 记 | V | = n, E = l , P = m , r = m - n 。
1. 2 性 质

为了降低所求问题的规模以及群体初始化的需

要,下面讨论一些关于图中正则点与非正则点的数学

性质。
性质 1:度为 1 的非正则点,必定不在 Steiner最小

树中。
证明:(反证法)假设图 G关于点集 P的 Steiner最

小树为 T ,且 T中包含度为 1 的非正则点,不妨设其中

一个为 v3,在 T中与 v3 相连的边记为 e3。 由于 v3 的度

为 1,所以树 T去除点 v3和边 e3后仍为一棵树记为 T' ,
树 T' 包含点集 P 。 因为 e3 的权值 f(e3) 为正值,所以

移
e '沂U(T ')

f(e') < 移
e沂U(T)

f(e) ,这与假设 T 为 Steiner 最小树

相矛盾。 故假设不成立,定理得证。
性质 2:与度为 1 的正则点相邻的顶点,必定在

Steiner最小树中。
证明:与度为 1 的正则点相关联的边只有一条,且

只有一个相邻的顶点,由于 Steiner最小树 T 包含所有

的正则点,所以度为 1 的正则点也在树 T 中。 故与度

为 1 的正则点所关联的边也在树 T 中,相邻的顶点也

在树 T中,否则不满足树的连通性,定理得证。
性质 3:度为 2 的非正则点 v2 所关联的顶点为 vx

和 vy ,若边 (vx,vy) 存在,且 f(v2,vx) + f(v2,vy) >
f(vx,vy) ,则非正则点 v2 必定不在 Steiner最小树中。

证明:(反证法)假设 Steiner 最小树包含点 v2,则
边 (v2,vx) 和 (v2,vy) 都在树中。 因为如果顶点 vx 和
vy 只有一个在树中,则边 (v2,vx) 和 (v2,vy) 只有一条

在树中,此时根据性质 1 知,可以删除 v2;如果两个顶

点都不在树中,则 v2 也不在树中。 因为 f(v2,vx) +
f(v2,vy) > f(vx,vy) ,所以可以删除顶点 v2 和边 (v2,

vx) , (v2,vy) 用更短的边 (vx,vy) 代替,此时仍为 Stei-
ner 最小树且总权值更小。 与假设矛盾,故 v2 不在

Steiner最小树中。
性质 4[10]:如果 Steiner 最小树存在,则 Steiner 点

的数目最多不超过正则点的数目减 2,即 | S |臆
min(m - 2,r) 。

2 遗传算法和 KMB算法
2. 1 基本遗传算法

遗传算法(Genetic Algorithm,GA)是模拟生物在

自然环境中的遗传和进化过程而形成的一种自适应全

局优化概率搜索算法[11]。 基本遗传算法的实现流程

为:首先,随机产生初始种群,并设定交叉率、变异率、
终止条件等参数;然后计算种群中每个个体的适应度

值,根据适应度值进行选择、交叉、变异等操作,产生新

一代种群,判断是否满足终止条件,如果满足则结束进

化过程,并输出当前最优个体,如果不满足则从计算适

应度值开始,继续进行种群进化,直到满足终止条件为

止。
遗传算法在进行种群进化的过程中,选择和交叉

的作用是使适应度值较高的个体得到保留,并且数量

随着进化而不断增加,最后可能在种群中出现大量的

“近亲个体冶,产生“近亲繁殖冶,使进化停止过早收敛

于局部值。 而变异操作可以增大搜索空间,扩大搜索

范围,有利于找到全局最优解,但是会影响收敛的速

度。
2. 2 遗传算法改进的必要性

一方面由于遗传算法的交叉率 pc和变异率 pm都
是固定不变的,当 pc设置过大时,新个体产生的速度就

越快,而具有较高适应度的个体结构被破坏的概率也

越大。 但如果 pc设置过小时,搜索过程会变得非常缓

慢,以至于停滞不前。 当 pm设置过大时,遗传算法就

会变成随机搜索算法。 而当 pm设置过小时,又不容易

产生新的个体结构。 因此遗传算法中参数如何选取才

能得到最优结果一直是很难解决的问题。 另一方面,
遗传算法虽然有较强的全局搜索能力,但是局部搜索

能力较差,并且容易产生早熟现象。 综合上述存在的

问题,对算法的改进是有必要的。
2. 3 KMB算法

由于 KMB算法[12]可以把所选择的节点都添加到

Steiner树中,不会产生不可行解,在进行评价时不需要

加惩罚函数,避免了对不可行解进行考虑所带来的问

题。 并且算法简便,易于实现,因此文中选用 KMB 算

法来计算个体的目标值。 KMB 启发式算法的步骤如

下:
Step1:构造图 G的完全距离图 G ' = (V',E ') ,其中
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坌(u,v) 沂 E ' 是图 G中节点 u到节点 v的最短路径;
Step2:在 G ' 中求包含 W的子图 G1;
Step3:求 G1的最小生成树 T1;
Step4:把 T1中的每一条边,依据 G 中的最短路扩

充为 G的一个子图 G2;
Step5:求 G2的最小生成树 T2;
Step6:删除 T2中非正则点的叶子节点,最后得到

所求的树为 TDNH。

3 求解 GSP的混合遗传算法
3. 1 改进策略

为了克服遗传算法中 pc和 pm不容易确定的缺点,
对 pc和 pm采用自适应过程[13],构造了一种新的确定 pc
和 pm的公式。 由于模拟退火算法具有较强的局部搜

索能力,能使搜索过程避免陷入局部最优解,因此将遗

传算法与模拟退火算法相结合,能够有效地克服遗传

算法局部搜索能力较差的缺点,同时还能发挥遗传算

法并行搜索能力强的优势。
3. 1. 1 交叉率 pc和变异率 pm的确定

根据交叉操作和变异操作在群体进化过程中的作

用,设计了如下确定 pc和 pm的规则:
(1)当个体适应度值低于平均适应度值时,采用

较高的交叉率和变异率,使个体有更大的概率进化成

优良个体;
(2)当个体适应度值高于平均适应度值时,采用

较低的交叉率和变异率,这样保证了优良个体不容易

被改变结构;
(3)群体中最大适应度值个体的交叉率和变异率

不为零,这样可以使种群中表现优良的个体不会处于

一种近似于停滞的状态。
根据上述规则给出了确定 pc和 pm的公式:

pc =
pc1 - pc2

f ' - f avg
fmax - f avg

f ' 逸 f avg

pc1 f ' < f

ì

î

í

ïï

ïï
avg

  pc1 = 0. 8,pc2 = 0. 4

pm =
pm1 - pm2

f ' - f avg
fmax - f avg

f ' 逸 f avg

pm1 f ' < f

ì

î

í

ïï

ïï
avg

  pm1 = 0. 01,pm2 = 0. 001
其中, f ' 表示要交叉的两个个体中较大的适应度

值;favg表示每代群体平均适应度值;fmax表示群体中最

大的适应度值。
交叉算子是采用单点交叉的方式以交叉概率 pc进

行,变异算子是采用离散变异算子的方法,对个体的每

一个基因用变异概率 pm进行变异。

3. 1. 2 对最优个体进行模拟退火操作

对最优个体进行模拟退火操作,可以使最优个体

以一定的概率向周围进行搜索,增强局部搜索的能力。
在遗传进化过程的每一代中, 完成交叉和变异后,找
出最优个体 f ,对其进行模拟退火操作,按照邻近个体

集合生成策略 2-opt 映射产生一个邻近个体 f ' , f ' 以
概率 p 取代 f 。 降温方式采用快速降温策略 tk =
t0
1 + k,接受概率 p采用 Metropolis准则:

p =
1 E( f) 臆 E( f ')

exp(E( f) - E( f
')

tk
) E( f) > E( f '{ )

其中,E为个体的适应度;tk为退火温度;t0为初始

温度;k为迭代次数。
3. 2 编码方法和群体初始化

编码:对个体基因,采用二进制编码方法,使用的

编码符号由二进制符号 0 和 1 组成,它所构成的个体

基因型是一个二进制编码符号串。 把候选点集中的点

按标号从小到大的顺序排列。
解码:对于个体基因,如果某位置的基因为 1,表

示候选点集中该位置的点在所要寻找的 Steiner 最小

树中;如果为 0,表示候选点集中该位置的点不在寻找

的 Steiner最小树中。
初始化方法:根据性质 1 和性质 3 排除不在 Stei-

ner最小树中的非正则点,根据性质 2 确定一定在 Stei-
ner最小树中的点,剩下的点作为候选点集。 把候选点

集的长度作为染色体的长度,用 L 来表示。 M 表示群

体中个体的数量,随机产生 M 个长度为 L 的个体,其
中的元素为 0 或 1,判断每一个染色体基因型中 1 的个

数是否满足性质 4,如果不满足则把相应的染色体剔

除,再随机产生一个个体,直到 M 个个体都满足性质

4。
3. 3 适应度计算和选择种群

适应 度 的 计 算 方 法: 首 先 对 于 目 标 函 数

min移
e沂U(T)

f(e) ,根据 KMB 算法求出树 TDNH,把树 TDNH

的权值作为目标值。 其次对目标函数值进行降序排

序,把最不适应的个体放置在目标函数值列表的第一

个位置,最适应个体放置在最后一个位置上。 然后按

照公式(1)对目标函数值进行线性排序,选择压差为 2
来估算适应值。

FF(pos) = 2 - dp + 2 伊 (dp - 1) 伊 pos - 1M - 1
(1)

其中,pos表示目标函数值所在的排序中位置;M
表示种群中个体的数量;dp表示压差,此处取 dp=2。

选择种群:基于种群中个体的适应度值,来表明每
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个个体被选择的预期概率,适应度越高的个体,被选中

的概率就越大。 采用随机遍历抽样的方法,从当前种

群中选择优良个体,并将选择的个体返回到新的种群

中,种群中个体的总数量不变。
3. 4 重插入子代到种群

把经过交叉、变异的子代和经过模拟退火操作的

个体重新插入到父辈中,基于每个个体适应度的大小,
确定被选中的概率,对子代进行选择,用子代代替父代

中适应度最小的个体,增强种群的整体适应度。
3. 5 算法步骤

Step1:根据性质 1 ~ 4,进行群体初始化;
Step2:对群体中的每一个个体进行适应度计算;
Step3:根据适应度选择种群;
Step4:自适应交叉操作;
Step5:自适应变异操作;
Step6:对最优个体进行模拟退火操作;
Step7:重新插入子代到种群;
Step8:判断是否达到终止条件(使用迭代次数来

控制进化算法的结束),如果达到终止条件,输出最优

个体的适应值,否则转 Step2。

4 实例测试
为了验证算法的有效性,上述算法使用谢菲尔德

(Sheffield)大学推出的基于 Matlab 遗传算法工具

箱[14],用 Matlab在 Win7 平台下进行编程实现[15]。 并

对 STEINLIB标准数据集中[16]的部分数据进行实验。
为了表述方便引入下述记号:opt 为当前已知的最优

解;best为实验最优解;avrg 为实验平均解;avrgit 为最

优解第一次出现的平均代数;avrgtime 为平均运行时

间。
对于测试用例 B 中的 18 个测试用例分别用 GA

和 GSA 方法运行 15 次,计算出 best、 avrg、 avrgtime、
avrgit。 其中有 16 个测试用例使用 GA 和 GSA 方法得

到的 best和 avrg 都等于 opt,在此不再列出,只列出剩

余两个 B14和 B18的测试结果,见表 1。 对于测试用例 C
和 D中的部分用例分别用 GA和 GSA方法运行 10 次,
计算出 best、avrg、avrgtime、avrgit,测试结果见表 1。

图 1 和图 2 给出了 GA和 GSA方法平均迭代次数

的对比,可以得出,对所有的测试用例,GSA 寻找到最

优解所用的平均迭代次数比 GS 要少,说明了 GSA 算

法通过加强局部搜索,有效地减少了寻找到最优解所

用的迭代次数。 图 3 和图 4 给出了 GA和 GSA方法平

均时间之比,从图中可以看到只有三个点的值是大于

1 的,也就是说只有三个测试用例 GSA 运行的时间比

GA长。 对 90%左右的测试用例,GSA 运行的时间比

GA短,说明 GSA算法显著地提高了搜索的速度。

表 1 实验数据与结果对比

测试用例 图的规模 n / l /m opt GAavrg GSAavrg GAbest GSAbest

B14 100 / 125 / 25 235 235. 8 235. 2 235 235

B18 100 / 200 / 50 218 218. 2 218 218 218

C01 500 / 625 / 5 85 85 85 85 85

C02 500 / 625 / 10 144 144 144 144 144

C03 500 / 625 / 83 754 756. 6 755. 8 754 754

C04 500 / 625 / 125 1 079 1 083. 2 1 085. 6 1 079 1 081

C06 500 / 1 000 / 5 55 55 55 55 55

C07 500 / 1 000 / 10 102 102 102 102 102

C08 500 / 1 000 / 83 509 514. 2 512. 8 511 509

C14 500 / 2 500 / 125 323 328. 2 325. 2 323 323

D01 1 000 / 1 250 / 5 106 106 106 106 106

D05 1 000 / 1 250 / 500 3 250 3 360. 5 3 325. 4 3 287 3 262

D07 1 000 / 2 000 / 10 103 108. 8 106. 2 107 105

D13 1 000 / 5 000 / 167 500 518. 8 504. 2 510 502

  由表 1 的测试结果对比可以发现,绝大多数的测

试用例,GSA的最优解和平均最优解都等于或者小于

GA的最优解和平均最优解,说明 GSA 算法有更强的

全局和局部搜索能力,并且搜索的解的稳定性更高。

图 1 用例 B迭代次数比较

图 2 用例 C和 D迭代次数比较
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图 3 用例 B时间比较

图 4 用例 C和 D时间比较

5 结束语
文中通过对基本遗传算法进行改进,在群体初始

化时用相关的数学性质排除一些点,减少了候选点的

规模,降低了染色体的长度。 在个体进行交叉、变异时

采用自适应方法,使进化过程可以得到有效的控制,对
最优个体进行模拟退火操作,提出了求解 Steiner 最小

树的混合遗传算法(GSA)。 通过实验数据的对比表

明,在大多数情况下 GSA算法比 GA算法在搜索速度

上更快,得到的最优解更接近于精确解,并且解的稳定

性更高。
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