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最短路问题的 Floyd改进算法

赵礼峰,梁 娟
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210023)

摘 要:目前在不含负回路的网络中,对于求解任意两节点之间最短路问题的方法有很多,Floyd 算法是最经典的算法之

一,但随着节点数量的增加,重复的计算量也随之增大,从而降低了计算效率。 为此,文中通过迭代矩阵和下标标注法对

Floyd算法进行了改进,改进后的算法既能快速地计算出网络中任意两节点之间的最短路长值,又能更直观地找出最短路

径。 通过具体实例分析表明,Floyd改进算法减少了重复计算,简化了路径标注方法,提高了计算效率。
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Improved Floyd Algorithm for Shortest Paths Problem

ZHAO Li-feng,LIANG Juan
(College of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,

Nanjing 210023,China)

Abstract:At present,there are many algorithms for solving the shortest path between any two points in the network without negative
loop. Floyd algorithm is one of the most classical algorithms. But when the number of nodes increases,the amount of repeated calculation
also increases which reduces the efficiency of the algorithm. Floyd algorithm is improved in this paper by using iterative matrix and sub-
script tagging method. The improved algorithm not only can calculate the shortest path weights more quickly but also find shortest paths
more directly. The specific instance analysis indicates that the improved algorithm reduces the repeated calculation and simplifies the path
tagging method,which lead to the improvement of the computational efficiency.
Key words:the shortest path;network without negative loop;improved Floyd algorithm;iterative matrix

0 引 言
随着科技的迅猛发展,人们做事越来越追求效率,

最短路问题也逐渐成为计算机、运筹学、地理信息科学

等领域的研究热点之一。 由于其在生产实践中的广泛

应用,因此对最短路问题的算法以及提高算法的效率

的研究也就具有重大的现实意义,国内外诸多专家均

对此问题进行了深入的研究[1-9],Floyd算法[10]就是其

中最为常用的一种经典算法。 此算法是通过权矩阵和

后点标号矩阵来实现的,但随着节点的增加,需要计算

的矩阵增多,重复的计算也随之增多,从而大大降低了

计算效率。 优化矩阵算法[11]虽然对传统的 Floyd算法

进行了优化,但算法只对某些特殊的网络(例如,某个

节点无出弧或入弧的网络)较适合,对于一般的网络

(每个节点均有出弧和入弧的网络),计算效率仍然不

高。 Floyd 算法[10]和 Floyd 优化算法[12],对任意两节

点之间最短路长的计算,有些是不必要的。 例如,当待

插入的中间节点不与源点或汇点直接相连的情况。 另

外,这两种算法都是借用正向追踪法,通过标号矩阵来

寻找最短路径的,这样做比较繁琐,不够直观。 因此为

了改善这些不足之处,文中提出了 Floyd改进算法。

1 相关知识
定义 1 赋权图:给定有向图 D = (V,A,W) ,如果 D

中任意一条边 (vi,v j) 上均有一个权 w ij ,则称图 D 是

一个赋权图。
定义 2 回路:设 D = (V,A,W) 是一个有向图, D
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中含有一条起点和终点相同的路,则称为图 D 的一条

回路。
定义 3 负回路:设 C是 D的一个回路,如果 w(C)

= ∑
a∈A(C)

w(a) < 0,则称 C为 D的负回路[13]。

定义 4 最短路:设 D = (V,A,W) 是一个有向赋权

网络, vi 和 v j 是 D中的两个节点, D的所有 (vi,v j) 路

中权最小的路称为最短 (vi,v j) 路。
Floyd算法的基本定理:设网络 D 不含负回路,网

络 D( i,j,k) 中最短 (vi,v j) 路记为 P(k)ij ( i,j = 1,2,…,
n;k = 0,1,…,n) ,则 u(k)ij = w(P

(k)
ij )( i,j = 1,2,…,n;k

= 0,1,…,n) 当且仅当 u(k)ij ( i,j = 1,2,…,n;k = 0,1,
…,n) 满足下面的方程

u(0)ij = w ij
u(k)ij = min u(k-1)ij ,u(k-1)il + u(k-1){ }

lj ,i,j,l = 1,2,…,{ n

2 Floyd改进算法
2. 1 算法思想

文中的算法思想旨在通过对 Floyd 算法进行改

进,从而更加简便有效地计算不含负回路网络中任意

两节点之间的最短路。 初始权矩阵 D(0) 可由网络图

直接得到,由 D(0) 计算 D(1) 时, D(1) 中的元素是经过

多次经转后得到的最短路长,即经过该次迭代计算出

的最短路径可以经过多个中间节点。 在此基础上计算

D(2),D(3),…,D(k),当算出第 k + 1 个矩阵时,如果

D(k+1) = D(k),那么 D(k) 中的元素就是对应的节点对之

间的最短路长值。
在计算权矩阵时,有时插入的中间节点与源点、汇

点均不直接相连,因此计算出来的最短路长值不会改

变,故这些点可以不参与计算。 另外,在计算最短路长

前,先将待插入节点进行路长比较,若 d(k)il ≥ d
(k)
ij 或

d(k)lj ≥ d
(k)
ij ,则表明插入该节点后,不会使原来的路长

变短,无需再计算 d(k+1)ij (因为 d(k+1)ij = d(k)ij ),接着对下

一个节点进行搜索。 文中采用下标直接标注的方法来

标注最短路径,当插入某个节点 vl 后,如果计算出来的

最短路长值不会比原来的短,那么就将该节点的下标 l
直接标注在权矩阵中对应的元素的右下角,表明最短

路径经过该节点。
2. 2 算法步骤

在不含负回路的网络中,有节点 v1,v2,…,vn ,用
w ij 表示节点 vi 和节点 v j 之间的连线长,用 d ij 表示从节

点 vi 出发到节点 v j 时的路长[14]。
改进算法步骤如下:
Step1:作初始权矩阵 D(0) = (d(0)ij ) n×n( i,j = 1,2,

…,n),k = 0。

其中, d(0)ij =
0 i = j时
∞ i,j不相连或无路时

w ij  i,j
{

相连时

Step2:在 D(k) 中,若 i = j ,则 d(k+1)ij = 0; 否则转

Step3。
Step3:若 d(k)il = ∞或 d(k)lj = ∞( l = 1,2,…,n) ,且

d(k)ij ≠ ∞,则 d(k+1)ij = d(k)ij ,否则转 Step4。
Step4:若 d(k)il ≥ d

(k)
ij 或 d(k)lj ≥ d

(k)
ij ( l = 1,2,…,n且

l≠ i,j) ,则 d(k+1)ij = d(k)ij ,否则转 Step5。
Step5:若 i < j ,则
d(k+1)ij = min{d(k)ij ,minl < i d

(k+1)
il + d(k+1){ }

lj ,

min
i < l < j

d(k+1)il + d(k){ }
lj ,min

j < l
d(k)il + d

(k){ }
lj };

否则

d(k+1)ij = min{d(k)ij ,minl < j d
(k+1)
il + d(k+1){ }

lj ,

min
j < l < i

d(k)il + d
(k+1){ }
lj ,min

i < l
d(k)il + d

(k){ }
lj }

若 d(k+1)ij = d(k)il + d
(k)
lj ,且 d

(k+1)
ij < d(k)ij ,则将 l标注

在权矩阵 D(k+1) 中的元素 d(k+1)ij 的右下角,表明经过该

次迭代后,节点 vi 与节点 v j 之间的最短路径经过节点

vl ,并且路长值为 d(k+1)ij 。
Step6:若 D(k+1) = D(k) ,结束;否则 k = k + 1,转

Step2。
2. 3 算法的复杂度分析

在计算节点 vi 到节点 v j 的最短路长 d(k+1)ij 时,
Floyd算法将 D(k) 中第 i行的元素和第 j列对应的元素

相加,一共做了 n 次加法,但在 Floyd 改进算法中 l ≠
i,j ,所以,最多需要计算 n - 2 次加法;另外,在计算

d(k+1)ij 之前,先令 d(k+1)ii = 0,接着比较路长,即如果 d(k)il
≥ d(k)ij 或 d(k)lj ≥ d

(k)
ij ,则不用计算 d(k+1)ij ,特别地,当第

i行或第 j 列的元素都大于等于 d(k)ij 时,此时直接得

d(k+1)ij = d(k)ij ,加法的计算量为 0 次。 因此,加法计算量

的取值范围为 0 ~ n - 2次,是一个随机变量,记为 X 。
为了 计 算 方 便,假 设 X 是 连 续 随 机 变 量[15],由

∫n-2
0

x
n - 2dx =

n - 2
2 知 X 的数学期望为

n - 2
2 ,即用

Floyd改进算法计算任意两节点之间的最短路长 d(k+1)ij

时,加法计算量为
n - 2
2 ,又因为权矩阵中有 n2 个元

素,所以在实际应用中,Floyd 改进算法的复杂度约为

O( 12 n
3) 。

2. 4 算法的可行性分析

Floyd算法的可行性和正确性是由 Floyd 算法的

基本定理保证的。 文中的改进算法是在 Floyd 算法的

基础上,先令 d(k+1)ii = 0,显然对于 Step3,插入节点 vl
后,由于其和节点对 vi、v j 均不直接相连,计算得到的
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路长值不变,故可以不参与计算。 在不含负回路的网

络中,如果 d(k)il ≥ d
(k)
ij 或 d(k)lj 叟 d

(k)
ij ,则表明插入节点

后的路长值大于或等于原来的路长值,所以也可以不

参与计算。 Step5 中计算 d(k+1)ij 可归纳为 d(k+1)ij =
min d(k)ij ,d il + d{ }

lj ,其中, d il + d lj 为最新计算出的

值[16]。 而 Floyd算法中 d(k+1)ij =min d(k)ij ,d
(k)
il + d

(k){ }
lj ,

是经过一次经转后的最短路长。 改进算法计算出的 vi
和 v j 的最短路径可以经过多个中间节点,经过多次经

转。 改进算法是对 Floyd 算法的改进,就如同化学反

应中的催化剂(催化剂的作用仅是提高化学反应速

率),提高了计算速度和效率,与 Floyd 算法本质没有

太大区别。 Step6 对算法作结束判断,若 D(k+1) = D(k) ,
则结束[17],否则继续迭代,由于 k + 1≤ n ,因此算法必

然会在有限步后终止,不会出现死循环。 所以,算法是

可行的,也是正确的。

3 应用实例
在图 1 的网络图中,求任意两节点之间的最短路。

图 1 有向网络图

容易看出,该有向网络图中不含负回路,记初始矩

阵 D(0)= (d(0)ij ) 5×5,则:

D(0) =

0 4 5 ∞ ∞

∞ 0 3 ∞ 6
∞ ∞ 0 - 2 3
∞ 1 ∞ 0 ∞

- 4 ∞ ∞

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú2 0

首先根据 D(0) 计算 D(1),由 Step2得 d(1)ii = 0( i = 1,
2,…,5),由 Step3 知,在 D(0) 中,元素 d(0)ij 所在的行或

列中有元素 ∞,则 d(1)ij = d
(0)
ij ,即 d

(1)
12 = 4,d

(1)
13 = 5,d

(1)
23 =

3,d(1)25 = 6,d
(1)
34 = - 2,d

(1)
35 = 3,d

(1)
42 = 1,d

(1)
51 = - 4,d

(1)
54 =

2。
此时 D(0) 中的其余值为 ∞。 因此,由 Step5 计算:

d(1)14 = min{d
(0)
14 ,d

(1)
12 + d

(0)
24 ,d

(1)
13 + d

(0)
34 ,d

(0)
15 + d

(0)
54 } =

min ∞,4 + ∞,5 + ( - 2),∞+{ }2 = d(1)13 + d
(0)
34 = 3,

l = 3
d(1)21 = min{d

(0)
21 ,d

(0)
23 + d

(0)
31 ,d

(0)
24 + d

(0)
41 ,d

(0)
25 + d

(0)
51 } =

min ∞,3 + ∞,∞+ ∞,6 + ( ){ }- 4 = d(0)25 + d
(0)
51 =

2,l = 5
同理可计算出

d(1)15 = 8,l = 3;d
(1)
24 = 1,l = 3;d

(1)
31 = - 1,l = 5;d

(1)
32 =

- 1,l = 4;d(1)41 = 3,l = 2;d
(1)
43 = 4,l = 2;d

(1)
45 = 7,

l = 2,3;d(1)52 = 0,l = 1;d
(1)
53 = 1,l = 1

经计算得出 D(1) 如下:

D(1) =

0 4 5 33 83
25 0 3 13 6

- 15 - 14 0 - 2 3

32 1 42 0 723
- 4 01 11

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú2 0

经比较不难发现 D(1) ≠ D(0) ,因此需要计算

D(2)。 由 Step2得 d(2)ii = 0( i = 1,2,…,5) ,因为 D(1) 中
的元素没有 ∞,所以跳过 Step3。 由 Step4知,如果元素

d(1)ij 是所在的行或列中元素的最小值,则 d(2)ij = d
(1)
ij 。

即 d(2)14 = 3,d
(2)
24 = 1,d

(2)
32 = - 1,d

(2)
34 = - 2,d

(2)
35 = 3,d

(2)
42 =

1,d(2)51 = - 4,d
(2)
53 = 1。

对于 d(2)31 : 由于 D(1) 中的第三行的元素中值比

d(1)31 小的元素( d(1)33 除外)只有 d(1)34 ,而第一列的元素

中值比 d(1)31 小的元素( d(1)11 除外)只有 d(1)51 ,因此有

 d(2)31 = min d(1)31 ,d
(1)
34 + d

(1)
41 ,d

(1)
35 + d

(1){ }
51 =

min - 1, - 2 + 3,3 + -( ){ }4 = d(1)31 = - 1

同理可计算出 D(2) 中的其他元素。
经计算得出 D(2) 如下:

D(2) =

0 4 5 33 83
25 0 3 13 6

- 15 - 14 0 - 2 3

325 1 42 0 723
- 4 01 11 - 113

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0

经比较不难发现 D(2) ≠ D(1) ,接着根据 D(2) 计算

D(3) ,经计算可得 D(3) = D(2) ,算法结束。 根据 D(2) 直
接得到任意两节点 vi 和 v j 之间的最短路长值为 d(2)ij ,
元素 d(2)ij 的下标为节点 vi 到节点 v j 的最短路径经过的

节点,见表 1。

4 改进算法与 Floyd算法、优化矩阵算法的
比较
对于文献[11]中的例题,用文献[11]中的优化矩

阵算法计算需要 75 次加法,若用文中的改进算法,只
需计算 33 次加法即可。 若用文献[10]中的 Floyd 算

法计算文中的应用实例,需要计算 625 次加法,用优化

矩阵算法计算需要 255 次加法,而用改进算法只需计

算 105 次加法。 由此可见,改进算法比 Floyd算法和优

化矩阵算法的复杂度要低,其运算过程更为简捷。
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表 1 所有两节点间的最短路径与最短路长

节点 最短路径 路长

1,2 ①→② 4

1,3 ①→③ 5

1,4 ①→③→④ 3

1,5 ①→③→⑤ 8

2,1 ②→⑤→① 2

2,3 ②→③ 3

2,4 ②→③→④ 1

2,5 ②→⑤ 6

3,1 ③→⑤→① -1

3,2 ③→④→② -1

3,4 ③→④ -2

3,5 ③→⑤ 3

4,1 ④→②→⑤→① 3

4,2 ④→② 1

4,3 ④→②→③ 4

4,5 ④→②→③→⑤ 7

5,1 ⑤→① -4

5,2 ⑤→①→② 0

5,3 ⑤→①→③ 1

5,4 ⑤→①→③→④ -1

5 结束语
文中提出的 Floyd改进算法,在计算最短路长时,

由于将与源点、汇点均不直接相连的节点插入后,不会

使路长变短,故不必参与计算;而对于那些待插入节点

的路长不比原来路长短的节点,也无需参与计算,因此

在计算权矩阵时,就不需要对每个节点都进行计算,从
而减少了计算量。 同时将那些使最短路长变短的节点

的下标记下,并将其标在权矩阵中对应的元素的右下

角,这样可以更方便地找到最短路径。 因此采用 Floyd
改进算法来计算不含负回路网络中的最短路,降低了

计算量,提高了计算效率,同时使得最短路径的寻找更

加直观有效。
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