
收稿日期:2013-04-26摇 摇 摇 摇 摇 摇 修回日期:2013-07-29摇 摇 摇 摇 摇 摇 网络出版时间:2013-11-29
基金项目:国家自然科学基金资助项目(60972041,60972045)
作者简介:李摇 熔(1988-),女,硕士研究生,研究方向为信息处理理论与应用。
网络出版地址:http: / / www. cnki. net / kcms / detail / 61. 1450. TP. 20131129. 0911. 023. html

基于截尾估计的概率估计方法

李摇 熔
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210003)

摘摇 要:能否以高概率正确重建稀疏信号是压缩感知理论中的重要研究内容。 信号的稀疏度及冗余字典原子间的相关特

性是研究该内容的关键因素。 文中运用累积增量的概念,提出了一种基于截尾概率的累积增量满足约束界的概率估计的

方法。 运用该方法,判断能否利用选取的测量矩阵正确重构原始信号。 通过 Matlab 仿真,验证了将高斯随机矩阵作为观

测矩阵,在 OMP 重构算法下,可以高概率地正确重构出原始信号,也验证了文中所提方法的合理性。
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Probability Estimation Method Based on Truncated Estimation

LI Rong
(School of Science,Nanjing University of Posts and Telecommunications,Nanjing 210003,China)

Abstract:It爷s an important research content in compressive sensing theory whether reconstruct the sparse signals with a high probability.
The sparsity of the signals and the relevant characteristics of the atoms in the redundant dictionary are the key factors of the study. In this
paper,taking use of the concept of cumulative coherence,propose a probability estimation method to estimate the probability of the cumu鄄
lative coherence which satisfies the constraint boundary that based on the truncated estimation. It can be found whether the selected meas鄄
urement matrix can correctly reconstruct the original signal with this method. The Matlab simulation verifies that the original signal can be
reconstructed using OMP algorithm with a high probability by taking the Gaussian random matrix as the measurement matrix,at the same
time,it verifies that the proposed method is reasonable.
Key words:compressive sensing;sparse signals;measurement matrix;cumulative coherence;truncated estimation;probability estimation

0摇 引摇 言
2004 年,D. Donoho 等人首次提出压缩感知[1] 的

概念,针对稀疏信号[2],以远低于奈奎斯特频率的速度

进行全局观测而非局部采样,然后用适当的重建算法

从观测值中还原出原始信号。 在信号逼近和稀疏分解

等理论的基础上建立了压缩感知(Compressive Sens鄄
ing,CS) 理论框架[3]。 压缩感知理论的突出优点[4]是

在获取信号的同时,对数据进行适当的压缩,用比传统

方法更少的采样数目去精确恢复特定的信号或图像,
避免了对存储资源、传输资源和计算资源的极大浪费,
同时又包含有足够的信息量。 压缩感知与信号的稀疏

重建已成为应用数学和信号处理中一个新的研究方向。
压缩感知理论的核心内容是在数据采样的过程中

同时完成压缩过程,而测量矩阵[5] 在数据采样和信号

重建环节中发挥着至关重要的作用,因此测量矩阵的

设计是压缩感知研究的核心问题之一,构造合理有效

的测量矩阵对于测量值的获取和原始数据的恢复重构

都起到了关键作用[6-7]。 测量矩阵的性质不仅影响信

号的采样和压缩,也直接影响信号重建效果及重建速

度[8]。 Cand侉s E 等人建立了著名的限制等距特性

(Restricted Isometry Property,RIP) [9]。 当随机测量矩

阵满足受限等距性,就可从测量值中得到恢复重构原

始信号所需的必要信息。 RIP 原则虽从理论上给出了

测量矩阵应满足的条件,但在实际中,该条件很难用来

指导设计测量矩阵。 同时,RIP 原则是充分条件,而非

必要条件,在验证矩阵是否为合适的测量矩阵方面存

在局限性。
近几年来,Tropp 等人[10] 经研究表明测量矩阵的
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k-累积增量与信号的正确重建有很大关系。 在文献

[11]中,给出了两个随机向量的截尾概率估计的方

法,文中拟在文献[11]的基础上,提出一种基于截尾

概率的累积增量满足约束界的概率估计的方法,从而

为随机高斯矩阵能高概率地利用 OMP 算法[12]正确地

恢复信号提供理论依据。

1摇 基于截尾概率的概率估计
1. 1摇 k-累积增量

相干性反映了字典中两个原子间的最大相关,相
干性越小,就越容易高概率地恢复重构出原始数据。
但是它只描述了字典原子的局部相关性,却无法反映

字典整体的相关性。 为了能更好地显示字典整体相关

性,Tropp 在文献[10]中引入 k-累积增量的概念,将相

干性参数引入到子字典中。 利用累积增量这个参数,
能判断字典中原子之间的整体的相关性,从而判断信

号能否被正确重建。
累积增量参数 滋1(k) 表示一个固定的原子与其他

k 个原子的绝对内积和的最大值

滋1(k) = max max
撰 = k,1臆i,j臆N,i埸撰,j沂撰

移
撰

< a i,a j >

其中, a i,a j 分别是字典中第 i 列和第 j 列向量。
在文献[10]推论 3. 6 中可以知道: 给定超完备字

典 A,假设信号 s 沂 RN 在字典 A 中是 k - 稀疏的,即 s
= Ax 且 x = k。

如果矩阵 A 的累积增量满足

滋1(k) + 滋1(k + 1) < 1摇 摇 摇 摇 (1)
那么正交匹配追踪算法能够精确重构信号。
由于累计增量随着 k 的增大而增大,所以 滋1(k)

臆 滋1(k + 1) 。 利用 滋1(k) 的单调不减性及式(1),得
到以下推论:

推论 1: 给定超完备字典 A,假设信号 s沂 RN 在字

典 A 中是 k - 稀疏的,即 s = Ax 且 x = k。
如果矩阵 A 的累积增量满足

滋1(k) < 1 / 2摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (2)
那么正交匹配追踪算法就能够精确重建信号 s。
推论 1 给出了利用 OMP 算法精确重构稀疏信号

时,累积增量应满足的条件。 但是,并不是所有的测量

矩阵,其累积增量都满足这个条件的。 所以,在下面的

章节中,给出了一种累积增量满足约束界的概率估计

方法。 通过该方法,得到高斯矩阵的累积增量小于

0郾 5 的概率估计,从而得出高斯矩阵在 OMP 重构算法

下,正确重构信号的概率。
1. 2摇 累积增量满足约束界的概率估计

文献[11]中给出了两个随机向量的截尾概率估

计方法,给出如下结论:

假设 x i,y i,i = 1,2,…,k是独立同分布的高斯随机

变量,其中均值为 0,方差为 滓2。 那么

Pr( 移
k

i = 1
x iy i 逸 t) 臆 2exp( - t2

4滓2(k滓2 + t / 2)
) (3)

文中在此结论的基础上,运用累积增量参数

滋1(k) ,给出了高斯随机矩阵满足式(1)的概率估计并

得到下述结论。
推论 2:假设矩阵 A = [a1,a2,…,aN] 为 M伊N 维

矩阵,且 a i,i = 1,2,…,N 为 M伊1 维向量,它们是独立

同分布的随机变量,都服从均值为零,方差为 滓2 的高

斯分布,那么该矩阵的 k 阶累积增量满足以下条件的

概率估计为

P(滋1(k) < 着) 逸

{[1 - 2exp( - 2 (着 - 滋) 2

kt2
)][1 - G]}

N-k

(4)

其中, G = 2exp( - t2

4滓2(M滓2 + t
2 )

),

< a i,a j > < t,E(移
k

j = 1
a i,a j ) = 滋,着 是一个正数。

证明:假设累积增量满足条件的概率为事件 A:
滋1(k) < 着 , 两 个 向 量 的 截 尾 概 率 为 事 件 B:
< a i,a j > i屹j 臆 t, 那么

P ( )A 逸 P(A | B)P(B)
根据文献[9]中的引理 6,有

P(B) 逸 1 - 2exp( - t2

4滓2(M滓2 + t / 2)
)

选取矩阵 A 中与其他向量内积最大的 k 个向量的

支撑 撰,那么有

P(A | B) = P(滋1(k) < 着 | < a i,a j > i屹j 臆 t)
= P( 滋1(k) - 滋 < (着 - 滋) | B)

根据文献[9]引理 3,利用 Hoeffding 不等式,有
P( 滋1(k) - 滋 < (着 - 滋) | B) 逸 1 - 2exp( -

2 (着 - 滋) 2

kt2
)

从而得证,即

圯P(滋1(k) < 着) 逸 {[1 - 2exp( - 2 (着 - 滋) 2

kt2
)]

[1 - 2exp( - t2

4滓2(M滓2 + t
2 )

)]} N-k

利用这个近似估计累积增量满足约束界概率估计

的方法,间接得到了将高斯随机矩阵作为测量矩阵,在
OMP 重构算法下,正确重构稀疏原始信号概率。

2摇 仿真结果与分析
选取一个 100伊560 的随机矩阵,其每一项都服从
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N(0,1 / N) 高斯分布,其中,事件 B 中的 t,选取为 t =
0. 11,如图 1 所示,给出了该矩阵在不同稀疏度下,其
累积增量小于 0. 5 的概率估计。

图 1摇 100伊560 的矩阵在不同稀疏度下的

累积增量小于 0. 5 的概率估计

同样,选取一个 100伊360 的随机矩阵,其每一项都

服从 N(0,1 / N) 高斯分布,其中,t=0. 11,如图 2 所示,
给出了两种不同大小的矩阵在不同稀疏度下,其累积

增量小于 0. 5 的概率估计的差异。

图 2摇 两种不同大小矩阵下的累积

增量小于 0. 5 的估计概率的对比

从图 1 中可以看出,随着稀疏度的增加,累积增量

小于 0. 5 的概率逐渐减小。 从图 2 中可以看出,大小

为 100伊360 的测量矩阵,其累积增量小于 0. 5 的估计

概率要比大小为 100伊560 的测量矩阵的小。 它符合理

论上的稀疏度与所要估计的概率之间的关系。 但是,
判断文中给出的估计值是否正确,需要一个判别依据。
因此,在下文中给出了判别依据,也就是统计概率。

按照上述给定的 100伊560 的随机矩阵,做 500 次

实验,统计出累积增量小于 0. 5 的概率如表 1 所示。
表 1摇 不同稀疏度下累积增量小于 0. 5 的概率

稀疏度 1 2 3 4 5 6 7

累积增量小于

0. 5 的概率 / %
100 100 99. 9 98. 7 76. 8 40. 5 5. 1

摇 摇 比较图 1 和表 1 对应的数据发现,概率统计的结

果与文中计算的结果基本吻合。 这说明,利用文中的

方法所估计出的累积增量小于 0. 5 的概率是合理的。

3摇 结束语
文中在文献[11]提出的随机向量的截尾概率估

计方法的基础上,给出了一种近似估计累积增量满足

约束界条件的概率的方法。 通过 Matlab 仿真,验证了

将高斯随机矩阵作为测量矩阵,其累积增量满足约束

界的概率估计,从而间接证明了在 OMP 重构算法下,
以高斯随机矩阵作为测量矩阵,能以高概率正确重构

信号,同时也验证了文中方法的合理性与可行性,具有

一定的实用价值。 但是对于其他测量矩阵,如伯努利

矩阵、托普利兹矩阵等,如何估计其累积增量满足约束

界的概率,是进一步要研究的内容。
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