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张量线性判别分析算法研究
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摘摇 要:针对传统线性判别分析中存在的小样本问题及对 TensorLDA 算法中两个投影矩阵不能同时计算、低维特征提取不

充分的问题,文中研究并实现了张量子空间下的张量线性判别分析(TensorLDA)算法。 并且提出了 It-TensorLDA 算法,即
先用单位矩阵初始化,再利用优化准则求另一个投影矩阵,并进行多次迭代的改进方法。 采用 ORL 数据库测试算法的性

能,在 ORL 人脸数据库上 It-TensorLDA 比 TensorLDA 的平均识别率高 1. 88% ,比 Fisherfaces 的平均识别率高 3. 03% 。 因

此,文中算法有效避免了小样本问题,提高了人脸识别效果。
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Research of Tensor Linear Discriminant Analysis Algorithm
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Abstract:Aiming at problems of small sample existed in the traditional linear discriminant analysis and two projection matrixes of Ten鄄
sorLDA algorithms cannot calculate,low-dimensional feature extraction is not sufficient,study and implement TensorLDA based on ten鄄
sor subspace. And the It-TensorLDA algorithm is presented,which first initializes with unit matrix,then uses the optimized criterion to
get another projection matrix,carrying on many times iteration. Apply ORL human dataset to test the performance of algorithm. The ex鄄
periments show that in ORL dataset It-TensorLDA is 1. 88% higher than TensorLDA and 3. 03% compared with Fisherfaces. So,the al鄄
gorithm avoids the small sample problem,enhances the efficiency of face recognition.
Key words:linear discriminant analysis;tensor;subspace;tensor linear discriminant analysis;feature extraction

0摇 引摇 言
线性代数,例如向量、矩阵等,在数据处理中起到

了巨大的作用,被广泛应用于各个领域中。 典型的线

性算法有主成分分析方法(Principal Component Analy鄄
sis,PCA) [1]、线性判别分析方法(Linear Discriminant
Analysis,LDA) [2],但是线性函数及算法只能处理单个

因素的变化,已经不能满足复杂数据的处理。 而多重

线性代数(张量)的应用弥补了这种缺陷。
针对传统线性判别分析中存在的小样本问题,学

者将 LDA 扩展到张量子空间下,提出张量线性判别分

析 ( Tensor Linear Discriminant Analysis, TensorL鄄
DA) [3]。 但 TensorLDA 算法中存在两个投影矩阵不

能同时计算、低维特征提取不充分的问题。 针对该问

题文中提出了先用单位矩阵初始化,再利用优化准则

求另一个投影矩阵,并进行多次迭代的改进方法。

1摇 线性判别分析
线性判别分析方法(LDA)是 Fisher 判别分析在

多类问题上的扩展[4-6]。 与 PCA 一样都属于基于子空

间的特征提取方法,即用低维的子空间描述高维的数

据特征。 PCA 是非监督的,不需要样本的类别信息,
提取的是样本中最具代表性的特征,使数据的重构误

差最小。 而 LDA 是监督的,需要预先知道样本的类

别,提取最有利于分类的特征,使同类样本更加接近,
不同类样本互相分离,以使不同类数据之间的可分类

性最好。
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但传统线性判别分析在某些应用中(如人脸识别

等)存在因训练样本不足引起类内散布矩阵奇异的小

样本问题。 当样本的个数大于样本的维数时,总的类

内离散度矩阵 SW 是非奇异的, 可以直接通过求解

SW
-1SbW = 姿W 来求解最优投影方向。 当样本的维数

大于样本的个数时,总的类内离散度矩阵 SW 奇异无法

直接进行特征值分解。 这时就遇到了(如人脸识别

中) 很普遍的小样本问题。
为了解决小样本问题,许多学者提出了多种方法,

比较典型的有:Belhumeur、Hespanha 等提出的 Fisher鄄
faces 法[7];Chen[8] 等提出的零空间法;Yu[9] 等提出来

的直接 LDA (Direct LDA,D - LDA) 方法;Wang 和

Tang[10]提出的双空间(Dual-Space)法。 但这些方法

存在分类阶段复杂,需要选择恰当的融合技术等问题。
鉴于这些问题,学者们将 LDA 扩展到张量子空间下,
提出了张量线性判别分析方法。

2摇 张量线性判别分析
张量线性判别分析方法是传统线性判别分析方法

在张量子空间上的扩展[11-12]。 它在张量域对样本进

行处理,并提取样本的特征。 相比于向量,有效保留了

样本的结构信息,并且更充分地利用了收集到的信息。
同时还避免了 LDA 中存在的小样本问题,提高了学习

性能。
TensorLDA 算法在监督模型中应用[13],充分保留

样本的结构信息。 TensorLDA 算法的目标是求出最大

可分性的张量子空间,当把数据点投影到张量子空间

时,不同类的数据点会互相分离,同类的数据点会互相

靠近[14]。 与传统的 LDA 算法相似,TensorLDA 的目

标函数如下:
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其中,Y i = UTXiV沂 R l1伊l2 为投影后样本;M(Y) 为投

影后样本总体平均值,由公式(2) 给出;Mi
(Y) 为投影

后每一类样本的平均值,由公式(3) 给出。
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保持数据结构的最优比例应该同时 最 大 化

UTSV
WU / UTSV

b U 和 VTSU
WV / VTSU

b V。 U 和 V 可通过计算

下列特征式得到:
SV

b a = 姿SV
Wa (10)

SU
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因为矩阵 SV

b ,S
U
b ,S

V
W 和 SU

W 都是与 U 和 V 相关的,
无法确定,所以,U 和 V 不能独自计算。 为简化问题,
增加以下约束条件:U 和 V 是标准正交的,即 UUT =
UTU = I 和 VVT = VTV = I。 增加条件后下面四个矩阵

就可以根据训练数据独自计算得到。
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3摇 改进型张量线性判别分析( It-TensorL鄄
DA)
针对投影矩阵 U 和 V 不能同时计算的问题,定义
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了两个优化函数来确定 U和 V。 对于一个固定的 V,U
通过下面这个优化函数来实现:

J(U) = maxtrace((UTSV
WU) -1(UTSV

b U)) (16)
其中,SV
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b 由下面定义得出:
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对于固定的 U,V 通过下面优化函数来实现:
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最终得到 V 是由(SU

W)
-1SU

b 的特征向量构成,U 是

由(SV
W)

-1SV
b 的特征向量构成。 如果要把原始张量空

间降为 l1 伊 l2 维张量子空间,则在U中选择前 l1 个列向

量,在 V 中选择前 l2 个列向量组成投影矩阵。 为了得

到更好的实验效果,可以在 U 中选择前 l1 个列向量以

及在 V中选择前 l2 个列向量组成的投影矩阵带入公式

(17)、公式(18) 和公式(20)、公式(21) 中进行迭代计

算。 TensorLDA 改进后的算法为 It - TensorLDA。
总之,It - TensorLDA 算法按下面步骤求解:
(1) 按上面所述计算 SU

W,S
U
b ,S

U
W,S

V
b 。

(2) 用单位矩阵初始化固定投影矩阵 V,计算投

影矩阵 U = [u1,u2,…,um],其中 ui 是矩阵(SV
W)

-1SV
b

的特征值所对应的特征向量。
(3) 利用前面得到的投影矩阵U,计算投影矩阵V

= [v1,v2,…,vn],其中 v i 是矩阵(SU
W)

-1SU
b 的最大特征

值对应的特征向量。
(4) 要把原始的张量空间投影到 l1 伊 l2 维的张量

子空间中,则在U中选择前 l1 个列向量,在V中选择前

l2 个列向量组成投影矩阵。 然后再将 U和 V带入公式

中迭代计算,直到满足迭代次数。

4摇 实验结果与分析
为验证算法的有效性,文中在 ORL 人脸数据集上

进行人脸识别测试实验。 实验中该算法( It-TensorL鄄
DA)分别与 TensorLDA 以及 Fisherfaces 进行比较,对
算法的性能进行验证。
4. 1摇 实验测试环境

实验的运行环境为:操作系统—Windows XP Pro鄄

fessional(SP3);处理器—Intel(R) CoreTM2 CPU 8400
@ 2. 66 GHz;内存—DDR2 667 2 GB,在 Matlab 2009
(b)集成开发环境中编写和测试。
4. 2摇 ORL 人脸数据库测试

实验中选取每个人的 2、3、4、5、6、7、8 幅图像作为

训练样本集,剩下的样本作为测试样本集。 为了避免

不同样本选取的影响,重复实验 10 次,每次选取的样

本都是随机的,最终的实验结果是这 10 次的平均值。
考察 It-TensorLDA、TensorLDA 以及 Fisherfaces 在不同

特征维数下识别率的变化情况,需要说明的是 Fisher鄄
faces 的有效特征维数是 40-1 =39 维,It-TensorLDA 和

TensorLDA 中 U 和 V 有效特征维数分别为 112 和 92。
为了比较方便,统一压缩到 39 维之内,It -TensorLDA
中的特征维数是同时指 U 和 V 的维数,这样并不影响

问题本质。 分类则采用基于 Euclidean 距离的最近邻

分类器。 图 1(a)为每类选取 5(40*5)个样本作为训

练样本,5(40*5)个作为测试样本识别率随特征维数

的变化情况。 图 1(b)为每类选取 7(40*7)个样本作

为训练样本,3(40*3)个作为测试样本识别率随特征

维数的变化情况。

(a) 5 个训练下不同维数对应的识别率

(b) 7 个训练下不同维数对应的识别率

摇 摇 摇 摇 图 1摇 ORL 人脸库中不同训练样本

下识别率随特征维数的变化
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表 1 是 ORL 人脸数据库上几种改进 LDA 算法识

别性能的比较,其中的识别率指的是在每个训练样本

下达到的最大识别率。
从表 1 中可以看出,Fisherfaces 在 ORL 人脸数据

库上的平均识别率为 91. 65% ,TensorLDA 和 It -Ten鄄
sorLDA 的平均识别率为 92. 80% 和 94. 68% ,分别比

Fisherfaces 的平均识别率高 1. 15% 和 3. 03% ,It-Ten鄄
sorLDA 比 TensorLDA 的平均识别率高 1. 88% 。 It -
TensorLDA 的识别效果更好。

表 1摇 ORL 人脸数据库上几种改

进 LDA 算法识别性能比较摇 摇 %
方法 \识别率 3 4 5 6 7 8 平均

Fisherfaces 85. 32 87. 54 90. 80 93. 17 95. 24 97. 83 91. 65

TensorLDA 87. 25 89. 80 92. 32 94. 05 95. 14 98. 26 92. 80

It-TensorLDA 87. 86 93. 33 95. 20 96. 25 96. 67 98. 75 94. 68

5摇 结束语
文中提出的 It-TensorLDA 算法,首先对 TensorL鄄

DA 算法用单位矩阵初始化,再利用优化准则求另一

个投影矩阵,并进行多次迭代。 经 ORL 人脸数据库测

试,对于小样本问题,其算法识别性能优于 TensorLDA
和 Fisherfaces 算法。
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