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差分进化算法马尔可夫链模型及收敛性分析

孙成富,赵建洋,陈剑洪
(淮阴工学院 计算机工程学院,江苏 淮安 223003)

摘摇 要:差分进化算法是一种基于种群差异的优化算法,主要应用于解决连续空间的优化问题。 目前,研究人员主要在算

法的改进和应用方面研究差分进化算法,很少从理论角度对其进行研究。 为了分析差分进化算法的收敛性,定义优化个

体、种群的状态转移,并提出种群的最优状态集合。 根据差分进化算法的操作算子计算出个体的状态迁移概率,并证明种

群状态序列是有限齐次马尔可夫链,进而建立差分进化算法的马尔可夫链模型;最后,证明差分进化算法无法保证全局收

敛。 理论研究结果表明,适当保证种群的多样性能够提高差分进化算法的性能。
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Analysis of Differential Evolution爷s Markov Chain Model
and Convergence

SUN Cheng-fu,ZHAO Jian-yang,CHEN Jian-hong
(College of Computer Engineering,Huaiyin Institute of Technology,Huaian 223003,China)

Abstract:As a modern optimization algorithm,differential evolution algorithm which is based on the individual differential reconstruction
idea is designed for the global continuous optimization problem. Up to now,the improvement and application of the algorithm are mainly
focused by researchers but theoretical analysis of the algorithm is seldom taken into account. In order to analyze the convergence of the al鄄
gorithm,the concepts of state transition for individual and population are defined and the optimal state set of population is proposed. The
individual state transition probability is computed according to the operators of differential evolution algorithm. The state sequence of pop鄄
ulation has been proved to be Finite Nonhomogeneous Markov chain and the Markov chain model of differential evolution is proposed. At
last,the theory analysis of the differential evolution demonstrates that it is not able to guarantee the global convergence. The result of the
theory research shows that keeping the population diversity will improve the performance of the algorithm.
Key words:differential evolution;Markov chain;convergence analysis;global convergence;local convergence

0摇 引摇 言
差分进化算法(Differential Evolution,简称 DE)是

一种基于种群差异的新兴进化计算技术,最初由 Rai鄄
ner Storn 和 Kenneth Price 于 1995 年提出[1]。 基于种

群的优化算法主要包括遗传算法、粒子群算法、差分进

化算法等。 目前,群智能优化技术已经广泛地应用于

很多领域,并取得很好的效果。
差分进化算法通过对当前种群的变异、交叉和选

择等操作产生下一代种群,并逐步使种群靠近或包含

最优解。 由于差分进化算法具有收敛速度快、鲁棒性

能优和简单易用等优点,它已经在许多领域得到了广

泛的应用,譬如聚类分析[2]、电力系统经济调度[3]、水
火混合电力系统经济调度[4]、流水车间优化调度[5]、订
单可分的协作计划优化[6]等。 标准的差分进化算法是

一种基于实数编码的具有保优思想的遗传算法,因此

在低维空间上具有收敛速度快、解的质量高、稳定性好

等特点,但在高维、多峰值的复杂函数优化中也会陷入

局部最优,出现“早熟冶现象。
为了进一步提高差分进化算法的性能,许多学者

对其进行了深入的改进研究,如:对差分进化算法的变

异操作算子进行改进,以保证优化过程中种群的多样

性[7];利用最优个体收缩搜索空间,以进一步提高算法

的搜索效率[8];将差分进化算法与其他优化算法相结
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合,发挥各自优势,设计出高效的优化算法[9]。 尽管针

对差分进化算法的改进获得了深入广泛的研究,但是

其研究成果相当分散,缺乏系统性和理论依据。 主要

原因就是差分进化算法的理论研究还没有重大突破。
由于差分进化算法是一种随机优化算法,因此对

其收敛或不能保证收敛进行证明都存在一定难度。 文

中对标准差分进化算法-DE / rand / 1 进行收敛性分析

与研究。 最终,为差分进化算法的改进提供指导思想。

1摇 标准差分进化算法
差分进化算法就是通过变异、交叉、选择等操作算

子实现从一代种群演化到新一代种群,最终解决优化

问题。 为了深入分析标准差分进化算法的收敛性,下
面将介绍其变异、交叉、选择这三个操作算子。

(1)变异操作。 对种群中的每个目标个体 xG
i ,在

当前种群中随机选择三个互不相同的个体 xG
r1,x

G
r2,

xG
r3( r1 屹 r2 屹 r3 屹 i),并按下面的公式产生变异个体

vGi :
vGi = xG

r1 + F*(xG
r'2 - xG

r3) (1)
其中,F 为缩放因子,它控制矢量差 xG

r'2 - xG
r3 的幅

值。 根据变异个体不同的生成方法,从而形成不同的

差分进化方案。
(2) 交叉操作。 为了增加种群的多样性,差分进

化算法引入交叉操作。 将变异操作产生的变异个体与

目标个体按照下面的公式进行交叉,以生成新的试验

个体 uG
i 。 试验个体 uG

i 的第 j 维分量的生成规则如下:

uG
i,j =

vGi,j 摇 摇 摇 if(浊 j 臆 CR)or( j = q)

xG
i,j

{
摇 摇 摇 otherwise

(2)

其中 浊 j 沂 0,[ ]1 ,表示 0 与 1 之间的随机数,q 表

示 1 到优化问题的维数之间的一个随机整数;CR 是交

叉概率,控制种群的多样性;xG
i,j,v

G
i,j 和 uG

i,j 分别是第 i目
标个体,变异个体和试验个体的第 j 维分量。

(3) 选择操作。 对试验个体 uG
i,j 和目标个体 xG

i,j 的

目标函数值进行比较,对于最小化问题,则选择目标函

数值小的个体进入下一代种群。

xG+1
i =

uG
i 摇 摇 if f(uG

i ) 臆 f(xG
i )

xG
i

{
摇 摇 otherwise

(3)

2摇 差分进化算法的马尔可夫链模型及其收
敛性分析
下面将对最常用的差分进化方案进行数学建模和

收敛性分析。 除非明确说明都将对最小化问题 f 进行

研究,并假定种群中的个体互不相同。
2. 1摇 相关定义与定理

定义 1 (个体状态及种群状态) :个体 I 的状态由

其位置向量 x 决定;而种群的状态由其构成个体的状

态来决定,即若 POP = I1,I2,…,IN{ }
p

,则种群 POP 的

状态 S = x1,x2,…,xN
{ }

p
,其中 x1,x2,…,xNp

分别表示个

体 I1,I2,…,INp
的状态。

定义 2 (种群状态空间):种群所有可能的状态构

成的集合为种群状态空间,SP = {S i = (x i1,x i2,…,x iNp
)

| i = 1,2,…}。
定义 3 (个体状态转移):在差分进化算法迭代

中,个体 I 的状态由 x1 一步转移到 x2,记作 x1 寅 x2,其
中 x1,x2 为个体状态空间中的任意两个状态。

定义 4 (种群的状态转移):在差分进化算法中,
种群的状态由 S i = x i1,x i2,…,x iN

( )
p

一步跳转到状态 S j

= x j1,x j2,…,x jN
( )

p
,记作 S i 寅 S j。

定义 5(最优种群状态集合 追):假定优化问题的

全局最优解为 g*,则最优种群状态集合可定义为:追 =
{S = (x1,x2,…,xNp

) | 埚x i 使得 f(x i) = f(g*),1 臆 i臆
Np}。

在最优种群状态集合 追 中的每个种群状态中至少

有一个个体的适应值达到全局最优解 g* 的适应值。
定理 1:在差分进化算法中,个体 I 的状态由 x1 一

步转移到 x2 的概率为 P(x1 寅 x2) = Px1寅v1
*P(v1,x1)寅x2

*Pselect。
其中,Px1寅v1

= 琢,(1 逸 a 逸
1

(Np - 1)*(Np - 2)*(Np - 3))(Np 表示种群的大

小)。

P(v1,x1)寅x2
= 仪

DIM

i = 1
K( i)

(K( i) =
x1i == v1i 或者 i == q

(1 - CR)*Sel(rand( i) > CR) +
CR*Sel(rand( i) 臆 CR)

ì

î

í
ïï

ïï otherwise

Sel(x) = 1 x 为真

0 x{
为假

;rand( i) 表示针对第 i 维而生

成的(0,1B) 之间的随机数;DIM 表示优化问题的维

数;q 为整数并且 q 沂 1,[ ]DIM )。

Pselect =
1 f x( )

1 逸 f x( )
2

0 f x( )
1 < f x( ){

2

证明:假定差分进化算法的变异、交叉和选择等操

作均相互独立,并且在变异操作中三个随机个体的选

择过程也是相互独立的随机过程。
根据差分进化算法中的变异操作,即 v1 = xr1 +

F* xr2 - xr
( )

3
(F 为固定常数),由目标个体 x1 到变异

个体 v1 的概率为:Px1寅v1
= 琢,(1 逸 a 逸

1
(Np - 1)*(Np - 2)*(Np - 3)) (Np 表示种群的大
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小)。
根据差分进化过程中交叉操作的定义,即针对优

化问题的每一维进行如下操作:

x2( i) =
v1( i) rand( i) 臆 CR 或者 i == q

x1( i)
{ otherwise

(CR 为交叉概率,rand ( )i 表示针对第 i 维而生成

的 0,( )1 之间的随机数,q 表示 1 到优化问题的维数之

间的一个随机整数)。 事件 rand ( )i 臆 CR 发生的概率

为 P rand ( )i 臆( )CR = 1*CR = CR。 由于 rand ( )i 臆

CR 与 rand ( )i > CR 是 相 互 排 斥 的 事 件, 因 此

P rand ( )i >( )CR = 1 - CR。 可以得到由 v1,x( )
1 寅 x2

的概率为:

P v1,x( )
1 寅x2

= 仪
DIM

i = 1
K( i)

(K( i) =
1 x1i == v1i 或者 i == q

(1 - CR)*Sel(rand( i) > CR) +
CR*Sel(rand( i) 臆 CR)

ì

î

í
ïï

ïï otherwise

Sel(x) = 1 x 为真

0 x{
为假

;rand( i) 表示针对第 i 维而生

成的(0,1) 之间的随机数;DIM 表示优化问题的维数;
q 为整数并且 q 沂 1,[ ]DIM );变异和交叉操作之后,
选择操作被执行。 状态 x2 被确定为 I的状态 x1 的下一

个状态,是由 x2 的适应值决定的。 如果 x2 的适应值优

于 x1 的适应值,则 x2 就被定为个体 I 的状态 x1 的下一

个状态;否则个体 I 保持状态 x1 不变。 因此,x2 最终成

为个体 I 的状态 x1 的下一个状态的概率为:

Pselect =
1 f x( )

1 逸 f x( )
2

0 f x( )
1 < f x( ){

2

综上所述,在差分进化算法中,个体 I 的状态由 x1

一步转移到 x2 的概率为 P x1 寅 x( )
2 = Px1寅v1

*
P v1,x( )

1 寅x2
*Pselect。 至此定理证毕。

定理 2:在差分进化算法的迭代过程中,种群状态

由 S i 一步跳转到状态 S j 的概率为 P S i 寅 S( )
j =

仪
Np

k = 1
P x ik 寅 x( )

jk (Np 表示种群所包含的个体数)。

证明:S i 寅 S j 表示种群状态 S i 中的所有个体的状

态同时转移到种群状态 S j 中相应个体的状态,即 x ik 寅
x jk,k = 1,2,…,Np,并假定所有个体的状态转移是相互

独立的事件,因此 P S i 寅 S( )
j = 仪

Np

k = 1
P x ik 寅 x( )

jk 。 至

此定理证毕。
2. 2摇 差分进化算法的 Markov 链模型

在差分进化算法的迭代过程中,单个个体的状态

转移不但依赖于个体当前的状态,而且还取决于该个

体所在的整个群体的状态,因此单个个体的状态转移

过程不是马尔可夫过程。 但是整个种群状态转移的过

程却只与种群的当前状态有关,因此种群状态的转移

是马尔可夫过程。 下面将给出详细证明。
定理 3:差分进化算法在计算机上实现时,种群状

态序列 S ( )t t 逸{ }0 是有限齐次马尔可夫链。

证明:(1) 在计算机上优化任何问题,都以一定的

精度表示优化问题的变量。 为了不失一般,将假定优

化问题只含有一个变量,其取值范围是 xmin,x[ ]
max 。

若设精度为 着,那么 xmin,x[ ]
max 将可以被有限的离散数

来表示。 因此当在计算机上实现差分进化算法时,单
个个体的状态空间是有限的并且是离散的。 一个种群

的状态 S = x1,x2,…,xN
( )

p
由Np 个体的状态组成,Np 为

有限正整数,因此种群状态空间 SP 也是有限的。
(2) 由 定 理 2 可 知, 种 群 状 态 序 列

S ( )t t 逸{ }0 中的任意两个种群状态 S( t - 1) =

(x1,( t -1),x2,( t -1),…,xNp,( t -1)),S( t) = (x1,t,x2,t,…,
xNp,t),它们之间的转移概率可表示为:

P S t -( )1 寅 S ( )( )t = 仪
Np

i = 1
P x i, t -( )1 寅 x i,

( )
t

由定理 1 可知:
P(x i,( t -1) 寅 x i,t) = Px i,( t-1)寅v1*P(v1,x i,( t-1))寅x i,t*

Pselect

种群中个体状态的转移概率 P x i, t -( )1 寅 x i,
( )

t 是

由 Px i, t-( )1 寅v1,P v1,x i, t-( )
( )

1 寅x i,t,Pselect 决定的。 并且

Px i, t-( )1 寅v1,P v1,x i, t-( )
( )

1 寅x i,t,Pselect 仅仅与 t - 1 时刻

的种群状态有关,所以 P x i, t -( )1 寅 x i,
( )

t 也仅仅与 t -
1 时刻的种群状态有关。

由 以 上 分 析 可 得 到, 种 群 状 态 序 列

S ( )t t 逸{ }0 中的任意两个种群状态 S( t - 1) =

(x1,( t -1),x2,( t -1),…,xNp,( t -1)),S( t) = (x1,t,x2,t,…,xNp,t)
之间的状态转移概率 P S t -( )1 寅 S ( )( )t 也仅仅与 t

- 1 时刻的种群状态有关。 所以种群状态序列

S ( )t t 逸{ }0 具有马尔可夫特性。 又由于种群的状

态空间 SP既是离散的又是有限的,因此种群状态序列

S ( )t t 逸{ }0 是有限马尔可夫链。

(3) 由 定 理 1 可 知,摇 Px i, t-( )1 寅v1,

P v1,x i, t-( )
( )

1 寅x i,t,Pselect 与 时 刻 t - 1 无 关, 因 此

P x i, t -( )1 寅 x i,
( )

t 也与时刻 t - 1 无关,从而可以得到

P S t -( )1 寅 S ( )( )t 也与时刻 t - 1 无关,因此差分进

化算 法 在 计 算 机 上 实 现 时, 种 群 状 态 序 列

S ( )t t 逸{ }0 是有限齐次马尔可夫链。 至此定理证

毕。
2. 3摇 差分进化算法的收敛性分析

由于当 追 = SP 没有任何优化问题的存在,因此下
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面关于差分进化算法的收敛性分析是在 追 奂 SP 的前

提下进行的。
定理4当追奂SP时,即最优种群状态集合为种群状

态空间的真子集,差分进化算法无法保证全局收敛。
证明:因为 追 奂 SP,因此在可行解空间内至少存

在一点 x,使得 f ( )x > f g( )* 。 构造一个种群状态 S t =

x t1,x t2,…,x tN
( )

p
,并且其所有的 Np 个体的状态都为

x。 并假定 SPt = S{ }
t 为状态空间的一个子集。 因为

埚S i 埸SPt 和坌S t 沂SPt,则种群状态转移 S i 寅 S t 的概

率为 P S i 寅 S( )
t = 仪

Np

k = 1
P x ik 寅 x( )

tk > 0。 但对于 坌S j

埸SPt 和坌S t 沂SPt,若要实现种群的状态转移 S t 寅 S j,
则种群状态 S t 中至少需要一个个体 I i 发生如下状态转

移 x ti 寅 x
^

j 并且 f x
^

( )
j 屹 f x( )

ti 。 但是由差分进化算法

的迭代公式和定理1与2可知,P x ti 寅 x( )
ti = 1,并且可

以得到 P S t 寅 S( )
t = 1, 因此 P S t 寅 S( )

j = 0。 由于

f ( )x > f g( )* ,所以 SPt 是完全不同于最优状态集合

追,即 SPt 疑 追 = 堙。 由定理 3 可知,种群状态序列

S ( )t t 逸{ }0 为有限齐次马尔可夫链。 又因为种群

状态序列 S ( )t t 逸{ }0 这一状态空间中存在真子集

SPt,且 SPt 疑追 =堙。 SPt 为这一有限齐次马尔可夫链

的吸收态。 系统一旦进入该吸收态,将无法跳出。 综

上所述,可知当 追 奂 SP 时,差分进化算法无法保证全

局收敛。 至此定理证毕。

3摇 结束语
文中对差分进化算法作了深入的理论分析,这将

为在具体工程实践中改进差分进化算法提拱指导思

想。 首先,对差分进化算法的基本概念作了严格的数

学描述和定义;然后建立差分进化算法的 Markov 链模

型,并证明差分进化算法优化过程中群体状态的转移

过程是有限齐次 Markov 链;最后,分析差分进化算法

的收敛性,并证明了差分进化算法无法保证全局收敛。
虽然差分进化算法无法保证全局收敛,但是仿真实验

和实际应用显示该优化算法具有很强的全局搜索能

力。 粒子群算法同样无法保证全局收敛,但是也被广

泛地应用于解决各种各样的全局优化问题,并显示出

搜索能力强、稳定性好等优势。
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