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摘要：近年来，多尺度几何分析在统计分析、模式识别、信号处理、数字图像处理等领域中应用广泛。作为自适应多尺度

几何分析的一种新方法，Bandelet变换侧重于图像边缘的表示和处理，对于图像中的几何正则方向具有较强的自适应跟踪

能力，由于Bandelet变换能提供对图像的最稀疏表示，能够用比别的基函数更少的非零系数来达到同样的逼近效果，特别

是对几何特征明显的图像更具优势。文中详细介绍了Bandelet变换的提出、基本原理和方法等技术实现细节，探讨和和分

析了Bandelet变换在数字图像的压缩、融合、去噪和分割等诸多方面的应用，并探讨了Bandelet变换技术的应用发展趋势。
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Abstract：In recent years，multi—scale geometric analysis(MGA)has been widely used for瑾s∽h and applications in statistical analy·
sis，pattern recognition，signal processing and digital image processing，etc．As an adaptive MGA method，Bandelet transform can位诎ge·
优n疵al regularity of iImge structure adaptively and represent sharp image transition．Being able tO provide the sparsest representation，
Bandelet could use less nonzero coefficients to reach the same identification effect as o山盯basic functions．especially more supeilor in im-

age with significant geome仃ic features．Introduced the development and principles of Bandelet transform in detail，and further researched

the application in image smoothing，compression，segmentation and fusion．Finally trend in development were also pointed out．
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O 引 言

多尺度集合分析(Multiscale Geometric Analysis，

MGA)近年来在信号处理、数学分析、计算机视觉和模

式识别等学科和领域应用广泛，发展迅速。高维空间

中数据和信号的表示、检测、处理，是多尺度几何分析

技术研究的主要目的。实际上，高维空间数据的主要

特征，基本是集中在它们的低维子集中。例如，在二维

数字图像中，它的基本特征信息一般由边缘所刻画和

描述；但是在三维图像数据中，基本的特征信息一般体

现为大量的丝状物、管状物等。由于小波变换在高维

信号处理时，不能充分利用数据所具有的一些几何特

征，不是一种最优的稀疏表示方法，因此学者们逐渐提

出了各种各样的多尺度几何分析的新方法，例如单尺

度脊波变换、曲波变换、脊波变换、轮廓波变换、Sur-

facelet变换和Bandelet变换等。

在数字图像处理中，图像的几何正则性是非常重

要的特性，若能够提前预测并充分利用，就能够大幅提

高数字图像变换的逼近性能，因此，E．Pennee和

Stephane MaUat提出了第一代Bandelet变换⋯，该变

换具有极强的图像边缘表示能力，对于图像中的几何

正则方向具有较强的自适应跟踪能力。2005年，Peyre

和Mallat提出了第二代Bandelet变换的思想和几何图

像压缩的实现方案B’。

文中详细介绍了Bandelet变换的基本原理，研究

总结了Bandelet的应用领域，探讨了Bandelet变换存

在的问题和发展趋势。
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1 Bandelet变换的发展及其原理

首先，Bandelet变换定义了一种几何矢量线，用于

表征图像的局部正则方向，采用二进剖分的方法对图

像的支撑区间5逐步细化剖分，S=u n。；当足够细地

剖分时，每一个小的剖分区间Q中最多仅仅包含了图

像中的某一条轮廓线。但是，不包含任何轮廓线的区

域Q中的灰度变化是一致正则的，对这些局部区域内，

不需要定义任何几何矢量线；包含一条轮廓线的局部

区域Q内，其几何正则的方向就是该轮廓线的切线方

向，把包含了该轮廓线的子区域，标记为水平和垂直区

域。在全局最优的约束下，根据得到的局部几何正则

方向，可计算出局部区域n。上的矢量场下(戈。，戈：)上的

局部矢量流。然后，可以用区间小波沿矢量流对Ban-

delet块进行Bandelet化处理，生成所需要的Bandelet

基。通过这种处理，可以充分利用图像自身的局部几

何正则特性，而全部剖分区域上的Bandelet基的集合

构成了∥(S)上的一组标准正交基。

1．1几何方向的规则性

在几何方向上，假设图像方程是规则的，则对于这

种几何正则图像，图像沿平行于边缘线的方向的变化

是正则的，而沿垂直于边缘线的方向则变化剧烈。图

像中的几何流，一般是指定义在图像的支撑区域上的

向量场丁(z。，算：)，用于描述每一点正则变化的方向。

对平行于边缘线的方向，可以用几何流来刻画。

Bandelet变换的首要目的就是要充分利用图像的

沿几何流的正则性。边缘线附近，几何流一般平行于

边缘线的切线方向，而对于几何正则图像，局部范围内

几何流一般是平行的。图1是平行于边缘线方向上的

几何流示意图，图中的箭头代表该点的几何流方向。

图l 平行于边缘线方向上的几何流示意图

1．2四叉树结构的构建

Bandelet基是Bandelet变换的核心，为了构建

Bandelet基，首先建立四又树结构，以便于寻找图像的

几何方向。

1．2．1 对四叉树结构的预先分割处理

可以先对原图像进行二维双正交离散小波变换，

然后再对变换后的多尺度分解系数图，进行进一步的

处理。假定原图像为厂(戈，Y)，那么八并，Y)的二维小

波变换为：

<f，砂5抽>=，木沙5"(m12j，m22’)(_，∈z，mlm2 E

z2，s∈{H，V，D})

f竹．。(石)=竹。(X。)竹。(戈：)

∽，小)2‰．(¨‰：(X2) (1)

l砂。加(戈)=叽．。．(戈。)以。(x：)

Ⅵ“加x)=竹．。，(戈。)以。(x：)

其中竹，。(戈)表示粗略逼近砂“。(戈)，砂。加(戈)，妒。

。(戈)，它们分别是水平、垂直和对角方向子带的高频

信息，而尺度函数沙(t)和小波函数妒(t)的伸缩和平

移分别为：

‰(幻。2叫：帕1“) (2)
9。(t)=2叫29(21t—k)

对变换所得多尺度图像，，除了低频部分外，每个

尺度下有三个方向的变换稀疏，进一步用二进四叉树

剖分的方法对每个方向的变换系数进行处理。二进分

割时，先将子带等分成四个小子带，然后，对每一个小

子带，在下一层的分割中，再次分割成四个更小的子

带，直到达到预设的最小尺度．，。．。就停止分解，最终分

割结果，就是所要的四叉树结构p。。

1．2．2计算每个子带的最佳几何流

最佳几何流是从最小尺度子带开始自下而上进行

计算和处理，基本流程如图2所示。圆一囤一圈一叵固
图2 最佳几何流计算流程

(1)对角度进行采样。角度采样是计算几何流的

第一步，设所要处理的子带大小是L牢L，则将圆周角

[0，耵)等角度离散化为L2—1个，可能的取值为：
L_ ．

p=了一，k=0，1，⋯，￡2—2 (3)

对于无几何流的情形，标记为Inf，则总共获取了

r个采样角度即：(p，Inf)。

(2)曲波变换。设子带大小为L木L，则可以构造

一个L丰L大小的网格，利用式(4)计算在采样角度上

逐个网格点的正交投影误差：

t=一sin(theta)宰戈(i)+COS(theta)水Y(j) (4)

式(4)中，戈(i)，Y(J)分别是所构造的网格点的坐

标；theta是式(3)所得的采样角度。网格点根据误差

值大小，对网格点进行从小到大排列，构造成一个一维

数组，根据网格点的位置，找出对应位置的子带系数，

对子带系数再进行一次一维Wavelet变换，即实现了

曲波变换。

(3)用最小化Lagrangian系数计算几何流。设用

尺。表示进行量化后，Bandelet系数编码所需的比特数。
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量化公式Q(x)为：

Q(龙)：Jo，I菇l≤r‘、7

【sgn(石)(q+1／2)r，qT≤I舅I<(q+1)r

(5)

其中，r是设定的量化阈值，一般是根据经验事先

设定；R。代表几何流编码的比特数。岫gi蛐系数
如式(6)所示。

￡(厶，R)=I I厶一^I I+xr2(n，+尺。) (6)

可以使用最小化Lgrangi舳系数计算几何流，式

(6)中，A是Lagrange乘子(文中取A=3／28)，厶表示

重构出的一维信号，是第(2)步中所得的一维小波系

数，采用量化公式(5)量化后的结果。

1．2．3对所构建的四叉树进行处理和优化

Bandelet变换计算复杂度较高，为了减少数据开

销、简化算法，通过自底向上的优化算法对预分割中相

似几何流特征的相邻小子带进行合并处理，经过优化

处理后的四叉树，基本代表了图像处理的结果。设最

底层的小方块的宽度为4像素，即尺寸为4木4。算法

流程如图3所示。

图3四叉树优化流程

四叉树的每一个叶子节点，对应于一个小子带

(小方块)，这就是Bandelet化的最小子区域，称为

Bandelet块，也是编码的基本单元。经过图3的优化

流程后的最终优化四叉树如图4所示。

2l 22

6

20 23

29 30

4

28 船
图4 图像二进制分割示意图

1．3 Bandelet化

Bandelet化的过程，就是对Bandelet块内存储的二

维小波系数，沿着最佳几何流方向0进行重采样，生成

一维数据，再用一维Wavelet变换对这些一维数据进

行变换处理。通过沿最优几何流方向进行一维小波变

换，寻找到不连续的方向，然后，再沿着这些方向作小

波变换。此外，还可以采用沿着最优几何方向将二维

信息投影为一维信息的方法，将二维的线奇异转换为

点奇异。

1．4 Bandelet变换的基本算法流程

Bandelet变换的算法原理的基本流程有：

1)输入需要处理的图像；

2)根据经验，设定量化阈值r；

3)用双正交小波变换方法对输入图像进行小波

变换处理；

4)针对小波变换处理后的各个子带，分别进行四

叉树分割，并计算各分割区域中的最佳几何流方向；

5)针对得到的各个Bandelet块，也就是Bandelet

子带，分别进行Bandelet化处理，并存储各自的Bande-

1et系数；

6)将所得到的Bandelet系数按Bandelet变换的基

本原则和方式排列成相应矩阵的形式；

7)所得到四叉树结构、最佳几何流方向和各Ban—

delet系数就是处理的最终结果。

2 Bandelet变换的应用研究
虽然提出的时间不长，但由于Bandelet变换能提

供对图像的最稀疏表示，能够用比别的基函数更少的

非零系数来达到同样的逼近效果，特别是对几何特征

明显的图像更具优势，因此引起国内外学者广泛的研

究兴趣。目前国内外已经有一些学者对Bandelet的应

用做了研究，说明Bandelet变换具有广泛的适用性。

2．1图像去噪

基于第一代Bandelet的阈值去噪方法是Pennee

于2000年提出的，2005年他们又在SIAM上发表论

文，提出了利用Bandelet变换自适应地寻找图像的最

优逼近，并且结合图像去噪和压缩的实验结果，给出快

速离散算法。2008年，G．Peyr6和S．MaUat提出几何

图像逼近的正交Bandelets基∞1，直至现在国外对Ban·

delet变换的研究人员中，E．Le Pennee、S．Mallat、G．

Peyr6、和Ch．Dossal是Bandelet应用推广的先驱，他们

的大部分文献都对Bandelet变换原理做详细介绍，而

只做阈值去噪和简易压缩来实验，并与小波变换进行

对比。

杨晓慧等人在<电子学报》上提出了基于Bandelet

变换的图像去噪算法。文献[4]中提出一种基于第二
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代Bandelet并结合多层阈值和自适应Wiener滤波的

图像去噪方法。朱志诚等人于2006年提出了一种具

有平移不变性的阈值去噪算法，即结合平稳小波与

Bandelet变换做图像去噪。龙奕等人提出了一种能克

服噪声影响、准确寻找基方向的自适应基的构造方法，

旨在构造具有抗噪性能的自适应Bandelet基。

还有一些应用结合了多尺度几何分析中不同的工

具，如宋蓓蓓等提出一种新型Contourlet变换取代第二

代Bandelet变换中的二维小波变换MJ，获得了一种新

的图像变换方法——cBlet变换。其基本思想是用新

型Contourlet捕获图像边缘的几何结构，Bandelet化过

程自适应地搜索到最佳的几何结构并去除它们的相关

性，以获得更稀疏的图像表示。

文献[6]提出一种基于复Bandelets的自适应SAR

图像相干斑抑制方法，对SAR图像统计特性，构建具

有良好的平移不变性、方向选择性和自适应近似最优

匹配性能的复Bandelet基函数，该算法基于全变差构

建复Bandelet寻优的目标函数；采用广义交叉验证准

则，在不需要估计噪声方差的情况下，自适应获取各个

分解层的渐进最优阈值。

2．2图像压缩

第二代Bandelet变换是从寻求图像压缩更优方法

中逐渐展开。2005年，Mallat和Peyre给出了基于第二

代Bandelet变换的图像压缩编码算法∽J，率先给出了

一种有效表示图像几何方向的方法，并应用于图像压

缩和去噪中，还给出了Bandelet变换的快速离散算法。

在该算法中，设定Bandelet变换的输出结果，主要有构

造的四叉树结构、每一个Bandelet块的最优化几何流

方向和Bandelet的系数三个方面。最终编码所需要比

特数R可表示为：

R=Ri+Rg+尺6

其中，置是用于编码四叉树：对得到的四叉树的

节点进行广度优先搜索，四叉树根节点代表的区域将

被分成4块，用二进制的符号1编码；各个Bandelet块

在四又树中用叶节点来表示，用符号0编码，Ri是所

有叶子节点的数目；R。是用于编码最佳几何流：按(3)

式的圆周角离散方式，对尺寸为￡的小方块的几何流

的编码长度大约为2log：(L)比特，算法中针对不同大

小的Bandelet块采用不同的码长进行几何流编码，编

码效率得到了较大提高；R。是用于编码量化后的Ban．

delet系数，使用自适应算术编码进行编码，而对几何

流采用等长编码。

Shigao Li等提出了一种结合JPEG2000和Bande—

let变换的图像压缩方法⋯，通过对图像先进行Bande．

1et变换，然后将Bandelet系数再进行JPEG2000压缩，

达到压缩图像的目的。

最近两年来，国内也对Bandelet变换在图像压缩

作出了一些研究，并且取得了一些成果。例如孙文方

等提出了一种基于Contourlet和Bandelet变换的图像

压缩方案¨。，结合两种变换各自的特点对图像进行压

缩处理。张岩等提出了一种将Bandelets与Wavelet变

换相融合，并结合感兴趣区域的图像压缩方法，利用

Bandelet和小波互补压缩方法，在低比特情况下能够

较好地保留图像的边缘信息和纹理细节，从而使图像

的整体视觉质量得到提高。而文献[9]也提出了联合

二代Bandelet和Wavelet对图像进行分层压缩的方法。

对图像的结构分量和纹理分量分别进行小波变换和

Bandelet变换，优化压缩结果。

2．3图像纹理分割

第二代Bandelet变换中可以通过二维小波多尺度

变换来获得图像的各个频率子带的信息，然后使用最

优四叉树分解方法，得到每层上每个方向的所有剖分

子块中的一个最优方向。将这个最优方向和小波分解

的频率信息作为分类特征，对各个像素点进行分类，得

到最终分割结果。

侯彪，焦李成等提出基于第二代Bandelet域隐马

尔可夫树模型的图像分割¨0|，文中采用隐马尔可夫树

(Hidden Markov Tree，HMT)模型对图像的第二代

Bandelet系数建模，通过多尺度参数训练和基于上下

文的最大后验概率进行图像分割。

文献[11]提出一种基于第二代bandelet变换的纹

理图像分割方法，将Bandelet变换后图像的最优方向

和小波分解的子带频率信息共同作为分类特征，分别

结合K均值和FCM两种聚类方法对各个像素点进行

分类，实现图像分割。

2．4其他应用

文献[12]提出了一种基于Bandelet变换并无需对

图像数据做修改的全频率无损数字水印实现方法。首

先对图像实施小波变换，变换后的中高频部分采用

Bandelet跟踪图像几何流，将纹理和边缘作为图像的

特征从而构造出图像高频无损水印参数。对于小波变

换的低频部分，通过选取最优的矩阵范数，得到低频系

数水印参数生成方案，达到提取图像统计和边缘特征

的目的，对图像实现全面保护。

文献[13]针对手背静脉识别问题，采用Bandelet

变换的方法对静脉图像提取特征点，使用提取出的特

征点构造了表征静脉纹理特征的特征向量，通过计算

待识别样本特征向量与目标样本特征向量的相关系数

得出其相似度。

文献[14]将Bandelet变换应用于图像融合，结合

变换后图像高稀疏表示的特点，对几何流与Bandelet

系数分别进行融合运算，再经逆变换得到融合图像，将
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Bandelet变换引入图像融合领域。

3存在的问题和进一步的研究方向
Bandelet变换是图像表示的一种新兴工具，它能

够稀疏地表示图像的几何结构信息，因此在大多数图

像处理中，具有良好的应用前景。目前国内外对Ban．

delet的研究还处于理论研究和应用的初级阶段，因

此，有待对Bandelet在图像处理方面的应用做进一步

深入的研究。Bandelet能够自适应地跟踪图像的几何

方向，它在图像方向分析领域有很好的发展潜力。

3．1许多理论和技术问题亟待解决

目前，国内外有关Bandelet的研究还不够系统和

深入，有许多理论和技术问题亟待解决。主要包括三

个方面。

(1)图像模型方面。

Bandelet变换所采用的是一个自然图像的简化模

型，用于表示几何正则图像模型。目前，大多数的

MGA方法，都采用这样一个模型来作为分析的对象。

但是，真实的自然图像，如多纹理的图像、遥感图像等，

要比几何正则图像的模型复杂的多。因此，深入研究

更好的图像表示模型，对于多尺度几何分析方法的研

究极其重要。

(2)自适应几何多尺度表示方法存在的问题。

Bandelet变换是一种自适应的MGA方法，与其他

自适应MGA表示方法一样，从本质上是图像的一种表

述方法和某种边缘检测方法的结合体。实际上，使用

的自然图像中，有一些灰度突变情况，并不总代表着图

像中目标的边缘信息。例如，衍射效应使得物体的真

实边缘可能并不能真正表现为灰度突变，可能根本看

不出来；在有些情况下，图像的灰度变化程度较大，可

能是由于图像的纹理信息引起的，而并非是由物体的

边缘信息。因此，所有基于边缘的自适应方法需要解

决的一个共同问题就是：如何自适应地判定自然图像

中灰度变化剧烈的区域应该是图像的纹理信息还是物

体的边缘信息，这是一个较为困难的问题。

(3)Bandelet的计算复杂性问题。

虽然二代Bandelet变换比一代计算复杂性降低了

很多，但是，与小波变换相比，其计算复杂度仍然高的

多。Bandelet变换是以增加计算复杂度为代价换来对

图像压缩质量的提高的，因而无法与J-PEG一2000媲

美。

3．2未来的研究工作

针对现阶段已经做的工作，可进一步研究的工作

和未来可能的发展方向有：

(1)Bandelet并非对所有图像的处理效果都是最

好的。根据Bandelet理论和算法，它最适于处理分片

光滑和几何特征明显的图片。而对于纹理信息过于复

杂的图像，其效果与小波变换比较并无太大改进，这也

是以后需要进一步研究的问题。

(2)Bandelet变换是一种新提出的MGA处理方

法，虽然它具有较多优异的特性，但是，它本身也仍然

存在一些问题，需要进一步深入研究。因此，可以从

Bandelet变换的基本原理出发，结合具体的图像处理

的应用需求，作一些新的改进和提升，使它在图像处理

领域能够有更广泛的推广。

(3)二代Bandelet变换中，采用穷举串行搜索方

法进行最优几何方向的查找，计算复杂度较高，这是一

个比较严重的问题。如何与别的工具结合，来进行更

广泛地应用，值得深入研究。

(4)将Bandelet更广泛地应用于其他的图像处理

应用中，如图像增强、图像融合等，这方面的研究还处

于初步阶段，可做进一步的深入研究。

4结束语

充分利用Bandelet变换的优势，Bandelet变换在图

像处理领域必将得到越来越多的应用，这一切，都值得

深入研究，充分利用其优势，使其迅速发展。
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的空洞¨”，在一定程度上提高了RAIM算法的性能。

所以GPS+BD式组合导航的故障识别能力要优于单系

统导航故障识别能力。同时卫星的屏蔽角的限值设定

为80和150。设置误差告警的限值为556m。误警率

PF^设定O．002／h，漏警率尸幽设定为0．001。由表1

可以看出GPS+BD式导航RAIM算法可以提高RAIM

的可用率，达到单系统无法实现的RAIM可用率。GPS

模式和GPS+BD模式下的故障识别率和RAIM完好性

可用率，进一步证明了GPS+BD双模式RAIM算法是

优于任何一种单系统模式的RAIM算法。
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