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图的最优矩阵构建研究
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摘要：为了提高图的最优矩阵的构建效率，文中通过对Floyd算法的研究，进一步提出了对其进行四层优化的方法，通过

对图的矩阵中的特殊元素的删除和在计算前的判断减少了不必要的计算，加入贪心算法使其减少中间结果的生成，使中

间结果更加接近图的最优矩阵。优化后的Floyd算法在很大程度上提高了执行效率，使其在实际应用中更加可取，经过逐

步的优化使改进后的算法在运行时间上平均时间最多减少为原来的四分之一，而且随着图顶点数目的增加，修改后的

Floyd算法效率有显著的提高，因此，在实际应用中是一个切实可行的算法。
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Abstract：In order tO improve the efficiency on construction ofbest matrix，through the Hoyd Mgodthm，flLrther propose its four optimiza-

tion method，unnecessary calculation is reduced by the deletion of a particular element in FIG matrix and judgment before calculating，by

adding a greedy algorithm to it reduce the generation of the intermediate result，the intermediate results arc for closer tO the best matrix．

The optimized Hoyd algorithm improves the efficiency of the implementation tO a great extent，it is more desirable in practical applica-

fions，the improved algorithm through a step-by-step optimization in the average time on the running time reduced to a maxilnum of a

quarter ofthe original，but alsowiththeincreaseinthenumber ofverticesbythefigure，themodifiedHoyd algorithm efficiencyis signm-

cantly improved．Therefore，it is a practical algoritlma in the practical application．

Key words：the shortest path；Floyd algorithm；greedy algorithm；optimal matrix

O 引 言
最短路径⋯问题作为计算机领域中的一个重要的

问题，在实际应用中有许多的算法，其中Royd[2’31算

法和蹦kstra【l，41算法是两个经典的算法，广泛为许多

问题所应用，在这两个算法中Dijskstra算法是用来解

决单源点到图"’中其它顶点之间的最短路径问题，

Hoyd算法是用来解决图中各对顶点的最短路径问题。

Floyd算法的主要思想怛’31：通过初始矩阵D∞’=

{dⅡI i=1，2，3，⋯，，l；_『=1，2，3，⋯，n}，即点K和K

不经过第三顶点可直接到达的点之间的权值d。(也就

是点K到点K的距离)。然后由D∞’求出D‘1)，按照

递归的思想依次求解出D“’，D幢’，⋯，Dh’。矩阵D¨’

的i行_『列元素便是i号顶点到_『号顶点的最短路径∞o

长度，称Dn’为图的最短距离矩阵(在文中也称为最

优矩阵)，同时还可引入一个后继节点矩阵path来记

录两点间的最短路径。

Hoyd算法的算法过程：

第一步：根据图构造出图的邻接矩阵，即文中所述

的初始矩阵D∞’：

r叱 点i和点．『相邻

Dg‘0)_{0 i；i

【∞ 点i和点_『不相邻或无回路

第二步：构造迭代矩阵D‘‘’=d。‘¨，其中：

dd‘‘’=min{d》‘‘一1’+di‘‘一1’I r=1，2，⋯，，l}

第三步：若D¨“’=D仆’，则迭代终止，否则返回第

二步。
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相应的算法伪代码(文中记为算法1)：

Floyd—shortest—paths(D)

1 玮+_rOWS[L]

2 letL be all n×nmatrix

3 for i+-1 to n

4 do forjp 1 to，I

5 do l：一m
6 fork_l to n

7 dol；·--min(z；，f：+毛)
8 IfL is equal to D

9 retum L

10 else Floyd-shortest-paths(L1

Floyd算法的运行效率‘7|：

由于该算法需要三重循环，遍历了矩阵中的所有

点，所以每次迭代执行时间复杂度为n3。如果图中的

最优路径中间顶点为k个，则找到最优矩阵的执行时

间是k木／／,3

1 Floyd算法抽象为数学模型

Floyd算法的算法模型81可表示为一个数学矩
阵㈧103，为了更能说明问题，假定有五个顶点的图，则

相应的矩阵如图1。

d13 d14 dis

d23 d24 d25

d33 d34 d3s

d43 d厶d4s

ds3 ds4 dss

图的抽象矩阵

当i=．『时，di=0，因此由图1转换成图2，在Floyd

算法中，当计算d。时，r的值由I到n逐个扫描各个顶

点，相当于在矩阵中这样计算：假设当前要计算的点为

d舯则在矩阵中相当于以d。，为矩形的一个顶点，以矩

阵的主对角线上的元素为相应矩形的对顶点，则此时

可以确定一个矩形，然后图的最短路径的查找相当于

计算矩形上的另外两个对顶点，如果此时r=I，则计算

0 d12 d13 d14 dis

d21 0 d23 d24 d2s

d31 d32 0 d34 d35

d41 d42 d43 0 d4s

dsl ds2 ds3 ds4 0

图2 转换后图的抽象矩阵

dll和d13相加，即相当于Floyd—shortest—paths(L，D)

算法中的第7句，如图3所示(虚线为接下两次要计算

的情况)。

口二⋯⋯三
d3， d3z b．c}弘 审s

d4l d42 如s⋯一b d45

dsl ds2 kb⋯⋯．如4⋯⋯⋯白

图3 最短路径运算过程

图3所示的运算方式相当于Floyd—shortest—

paths(L，D)算法中的内循环(伪代码中的第6行和第

7行，这里去除了当r=i，r=_『的两个矩阵中的元素)，可

以发现图中只进行了三次加法运算，对于这个问题下

文将会给出相应的论证。

2 Floyd算法的优化
2．1 Floyd算法的第一层优化

在算法1中，经过对该算法的分析可以发现，在

每次计算d。最小值时，其中有两点是不必要考虑的，

即当r=i或r=_『时，每次求解过程都多进行了两次加

法运算，在程序运行过程中浪费了时间。证明如下：

如果r=i，算法1中的式子则变为：以=rain{di+

d#}；很明显：以=0，则d。+d#的值就等于d#。所以不

可能比d。的值小。因此此处的加法运算是多余的。

同理证明当r=_『时⋯d+d。的加法运算也是多余的。
因此可以将矩阵中相应的两个元素不进行加法运

算。这点也在Floyd算法数学模型——矩阵中只画出

了n一2个矩形，也就是进行了n一2次加法运算。

很明显：在这一次对算法1改进后，内循环只进行

了n一2次加法运算。由于是三重循环，外边的二重循

环的次数为凡2，所以经过第一层优化后算法的时间复

杂度为：(n一2)n2。小于原来的时间复杂度(n3)。

2．2 Floyd算法的第二层优化

在数学中，可以得出：

女Ⅱ果口+b<c，贝4口<c且b<c (其中口>0，

b>0)；

如果口+b<c，则口<c或6<C (其中o、b为

实数)

根据数学中的这个思想，由于在计算机中每执行

一次加法的时间远远大于执行一次比较的时间，因此

对Floyd算法进行第二层优化：当图中不存在负权值

时，使进入算法1的第7行的加法运算都满足：d。<d。

2

2

2

2

珏

以

如

如以

止，

图

1

1

1

1

讧

以

以

以以

出。

万方数据



第7期 袁廷磊等：图的最优矩阵构建研究 ·153·

和d。<d。；假设大于和小于的概率相等，则满足不等

式d。<d#的概率为1／2。满足不等式dd<d#的概率

亦为1／2。由于这两个条件要同时满足，所以在Floyd

算法的第一层优化的基础上，每次的第三重循环执行

加法运算的数学期望为：(1／2)(1／2)(n一2)，即：(／／,

一2)／4次加法运算，则在经过第二层优化后Floyd算

法的时间复杂度为：(乃一2)n2／4，减小为原来的四分

之一。同理可以推出当图中含有负权值的情况下，

Floyd算法的时间复杂度为：(n一2)n2／2，减小为原来

的二分之一。

2．3 Floyd算法的第三层优化

在Floyd算法抽象为数学模型的矩阵中，可以发

现当i=_，时以=0。该元素表示图中的第i个顶点到它

本身的距离，由于图中不含有负回路，因此可以断定不

会存在某一点使d。更小。所以可以把相应的满足i=_『

的元素点从三重循环中直接去掉。由于矩阵的主对角

线把矩阵元素分成对称的两份(d。和喀是以对角线为

对称轴的一对对称元素)，因此利用矩阵的对称性只

考虑一半的矩形，就可以遍历整个矩阵上的元素，如

图4所示：

图4删除的矩阵元素

2．4 Floyd算法的第四层优化

从D(0)到最优矩阵D’的求解过程中，Floyd算

法总是由D(0)迭代得出D(1)，然后由D(1)迭代得

出D(2)⋯⋯最终得出问题的解D’，在这个过程中，

如果加入贪心算法心。¨，即在求解矩阵中的元素d。，假

如是d∞，则可以利用它前面的元素d。，，d14和d。，的值，

尽最大可能利用前面计算的结果，经过一次迭代扫描

完矩阵中的元素时得出的不一定是由D(0)迭代得出

D(1)，而是一个中间结果D’。因此此种方法迭代求

出的图的矩阵一定会更接近图的最优矩阵D’，所以减

少了中间结果的生成，也就是使迭代次数尽可能地少

于原来的次数。通过文献[2]的证明结果可以得出加

入贪心算法后的时间复杂度为：n’≤r(n)≤

n3l092n。因此加入贪心算法后将会使算法在寻找图

的最优矩阵的求解过程中从时间执行效率上更加可

[薹0曼13羔18+量∞罢6]

|-。。。。0苫。‰10⋯00 67]
12 1000 5 0 1000

L1000 1000 1000 16 0 J

D(4)=D(3)=

0 13

23 0

37 14

12 19

12 35

18 22 6

16 11 17

0 25 31

5 0 18

2l 16 0

由于每计算一个元素的值都需要5次运算，显然，

从D(0)到D(1)运算的次数为25枣5=125次，由于D

(4)=D(3)所以最优矩阵为D(4)，共需要4次迭代，

由此可见，在本示例中，按照未优化的Floyd算法的经

过4(125)=800次运算后得出图的最优矩阵，下面运

用文中经过四层优化后的方法计算，此算法中，记中间

结果矩阵为D’其计算过程为：

计算过程(1)：d2l=min{d2l，d24+出l}=min

{1000，11+12}=23，修改的节点：d：。=23

计算过程(2)：d3l=min{d3l，d32+d2l}=win

{1000，14+23}-37，修改的节点：d，。=37

计算过程(3)：d1．=rain{d14，d12+屯}=min

{1000，13+11}=24，修改的节点：d¨=24

计算过程(4)：d14=win{d⋯d15+奴}-min{24，6+

16l_22，修改的节点：d，。=22
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计算过程(5)：d5。=min{d，。，如+以。}=min{1000，

16+12}_28，修改的节点：d，。=28

计算过程(6)：d笛=min{d。，屯+d43}-rain{1000，

11+5}-16，修改的节点：九=16

计算过程(7)：d42=min{d4：，d43+如}-min{1000，

5+14}_19，修改的节点：如=19

计算过程(8)：d，：=min{d，：，d54+如}=min

{1000，16+19}_35，修改的节点：d52=35

计算过程(9)：d弘=min{d。，d弛+屯}=min

{1000，14+11}．25，修改的节点：d34=25

计算过程(10)：d35=min{d35，d32+d25}=min

{1000，14+17}-31，修改的节点：d3，=31

计算过程(11)：d53=min{d53，d52+如}_rain

{1000，35+16}一51，修改的节点：ds3=51

计算过程(12)：d35=min{d35，d34+吐5}_min{3l，

25+18}-31，不需要修改

计算过程(13)：d，，=min{d们叱+叱}-min{51，

16+5}-21，修改的节点：d钉=21

计算的次数为：13

修改中间结果次数为：12

修改后的矩阵：

D’=

0 13

23 0

37 14

12 19

12 35

18 22 6

16 ll 17

O 25 31

5 0 18

2l 16 0

此时D’即为图的最优矩阵，显然计算次数明显比

原始Floyd算法降低了很多，不失一般性，3．2节给出

了一般性最优矩阵的构建模拟实验。

3．2模拟实验

根据文中的四层优化方法，优化后的Floyd算法

(本算法适用于不存在负权值的路径)相应的伪代码

可写为：

Floyd-shortest-paths(D)

1／1,-rOWS[￡]

2 for k+-l to n

3 for i+一1 to rt

4 ifi equal k

5 then i+-i+l

6 for J+_i+1 to／／,

7 if d4 is smaller than dg and％is smaller than dg
S

ifdFis smallerthand4+d目

9 dF-d“+d目
10 ifdb is smaller than di and吣is smaller than dR
11 if以is smaller than如+dH

12 喀一咄+d“
】3 rettlrn D

根据上面优化后的算法代码，使优化后的Floyd

算法在运算过程中更加节省时间，下面将以实验结果

证明修改后的算法的可行性。在该实验中应用的实验

平台是Microsoft Visual C++6．0¨2I。计算机的主要配

置是：CPU：2．53GHz；内存：2G，执行过程中所用时间

(毫秒)的实验结果与时间对比如图6、图7。

计算所占用的时间

鑫-50000

孽。洲。
厘
茁50000

，

X：顶点数

图6实验数据

审◇审◇审§
x：顶点数

图7数据对比图

4 结束语

经过优化的Floyd算法，由于在计算图的最短路

径之前先进行了比较，并且将图的矩阵中不必要的元

素和顶点去掉，使优化后的Floyd算法的时间复杂度

为原来的四分之一，当顶点过多达到一定数量时优化

后的方法比原来的四分之一还要小。因此优化后的方

法在计算量比Floyd原方法少了很多，为构建图的最

优矩阵提供了一个高效率的解决方案，同时也是一种

更加实用、高效的优化方法。
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4结束语

现有方案很多是基于工业需求考虑的，结构一般

较为复杂，需要较强的计算能力，依赖公共CA或家庭

CA，或PKI，或过度依赖特有的平台或编程语言，需要

专门的安全管理人员等；没有充分考虑家庭网络用户

特点，家庭网络用户大多都是没有足够的专业知识背

景，没有和企业一样的专职的和熟练的管理员，不太适

合在居民家庭网络中使用；另外很多工作没有将体系

结构和安全进行有机结合；很多都是理论上的研究成

果，还没有开发出真正的产品。有关家庭网络安全方

面的研究还处在起步阶段，离真正能够应用还有相当

一段距离，还有大量的研究工作需要去做。为用户提

供简单易用和安全的家庭网络环境是家庭网络安全研

究的最终目标。
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