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摘　 要:文中针对各种智能搜索算法可能找不到问题的最优解、出现局部收敛,而动态规划、回溯法、分支限界法时间复杂

度又比较高的缺点,分析了 0-1 背包问题的数学模型,刻划了最优解的结构特征,建立了求最优值的递归关系式。 进一步

分析递归关系式的函数特征,提出了一种求解 0-1 背包问题的确定性算法,并用 C++程序设计语言编码实现,该算法的时

间复杂度为 O(min{nW,2n})。 对三组不同规模的数据进行实验,算法运行的结果表明,该算法实际效率较高且总能得到

该问题的最优解。
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An Algorithm of Solving 0-1 Knapsack Problem
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Abstract:Intelligent search algorithm may not find the optimal solution of the problem and may exit the phenomenon of the local conver-
gence. The time complexity of dynamic programming,backtracking,branch and bound method is relatively high. In order to solve these
problems,analyze the mathematical model of the 0-1 knapsack problem,and discuss the structure characteristics of the optimal solution.
At the same time,it establishes the recurrence relation which is used to solve the optimal value of the 0-1 knapsack problem. According
to the recurrence relation,put forward an algorithm to solve the 0-1 knapsack problem and code the algorithm by using C++. Its time
complexity is O(min{nW,2n}) . Three groups of different size data are inputted in the algorithm. Their output results show that the algo-
rithm is high efficiency and can always get the optimal solution of the problem.
Key words:mathematical model;optimal substructure;recursive relation;jump points;algorithm

0　 引　 言
0 - 1 背包问题是指给定 n 个物品,每个物品均有

自己的价值 vi 和重量 wi ( i = 1,2,…,n),再给定一个

背包,其容量为 W。 要求从 n 个物品中选出一部分物

品装入背包,这部分物品的重量之和不超过背包的容

量,且价值之和最大。 单个物品要么装入,要么不装

入。 很多问题都可以抽象成该问题模型,如配载问题、
物资调运[1] 问题等,因此研究该问题具有较高的实际

应用价值。
目前,解决 0 - 1 背包问题的方法有很多,主要有

动态规划法[2]、回溯法、分支限界法、遗传算法[3 ~ 5]、粒
子群算法[ 6 ]、人工鱼群算法[ 7 ]、蚁群算法[ 8 ]、模拟退

火算法[ 9 ]、蜂群算法[ 10 ]、禁忌搜索算法[ 1 1 ] 等。 其中

动态规划、回溯法、分支限界法时间复杂性比较高,计
算智能算法可能出现局部收敛,不一定能找出问题的

最优解。 文中在动态规划法的基础上进行了改进,提
出一种求解0 - 1 背包问题的算法,该算法每一次执行

总能得到问题的最优解,是确定性算法,算法的时间复

杂性最坏可能为 O(2n)。

1　 0-1 背包问题的数学模型
根据问题描述,每个物品只有两种状态———装或
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不装。 故用 n维0 - 1向量(x1, x2,…, xn) 表示 n个物

品的状态[12,13],其中,第 i 个物品不装入背包用“0” 表

示,即:x i = 0;第 i 个物品装入背包用“1” 表示,即:x i =
1。 由此,设计出如下的约束条件和目标函数。

约束条件:
∑

n

i = 1
w ix i ≤ W

x i ∈ {0,1},(1 ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = 1
vix i 。

2　 分析最优解的性质,刻划最优解的结构
设 n维0 - 1向量(x1, x2,…, xn) 是该问题的一个

最优解,则(x2,…, xn) 是式(1) 的一个最优解。

约束条件:
∑

n

i = 2
w ix i ≤ W - w1x1

x i ∈ {0,1},(2 ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = 2
vix i (1)

进而(x3,…, xn) 是式(2) 的一个最优解。

约束条件:
∑

n

i = 3
w ix i ≤ W - w1x1 - w2x2

x i ∈ {0,1},(3 ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = 3
vix i (2)

　 　 依此类推,假设(xk,…, xn) 是式(3) 的一个最优

解。
约束条件:

∑
n

i = k
w ix i ≤ W - w1x1 - w2x2 - …… - wk-1xk-1

x i ∈ {0,1},(k ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = k
vix i (3)

其中,k = 1,2,3,…,n。
故:各级子问题及其最优解可以一般性地描述为:

约束条件:
∑

n

i = m
w ix i ≤ j

x i ∈ {0,1},(m ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = m
vix i (4)

(xm,xm+1,…, xn),1 ≤ m ≤ n,0 ≤ j ≤ W。
假设(xm, xm+1,…, xn) 是式(4) 的一个最优解,

则(xm+1,…, xn) 是式(5) 的一个最优解。

约束条件:
∑

n

i = m+1
w ix i ≤ j - wmxm

x i ∈ {0,1},(m + 1 ≤ i ≤ n
{

)

目标函数:max∑
n

i = m+1
vix i (5)

证明:(反证法) 设(xm +1,…, xn) 不是子问题(5)

的一个最优解,而( zm +1,…, zn) 是子问题(5) 的一个

最优解,则最优解向量( zm +1,…, zn) 装入背包的价值

大于向量(xm +1,…, xn) 装入背包的价值,即:

∑
n

k = m+1
vkzk > ∑

n

i = m+1
vix i (6)

又因为最优解向量( zm +1,…, zn) 满足约束条件:

∑
n

k = m+1
wkzk ≤ j - wmxm,即 wmxm + ∑

n

k = m+1
wkzk ≤ j,这说明

(xm, zm +1,…, zn) 是问题(5) 的一个可行解。 此时,在

式(6) 的两边同时加上 vmxm,得不等式 vmxm + ∑
n

k = m+1
vkzk

> vmxm + ∑
n

i = m+1
vix i = ∑

n

i = m
vix i,这说明(xm, xm+1,…, xn)

不是(4) 的最优解,与前提矛盾。 故(xm+1,…,xn) 是

子问题(5) 的一个最优解,该问题的最优解具有最优

子结构性质,证毕。

3　 最优值递归关系式的建立
令 M[m][ j] 表示式(4) 的最优值,M[m][ j] =

max∑
n

i = m
vix i,则 M[m + 1][ j - wmxm] = max∑

n

i = m+1
vix i。

如果 j < wm,第 m 个物品肯定不能装入背包,xm =
0,此时,问题(4) 及其子问题(5) 的最优值相同,即:
M[m][ j] = M[m + 1][ j];如果 j≥ wm,第 m个物品能

够装入背包。 如果第 m 个物品不装入背包,即 xm = 0,
则 M[m][ j] = M[m + 1][ j];如果第 m 个物品装入背

包,xm = 1,则 M[m][ j] = M[m + 1][ j - wmxm] + vm =
M[m + 1][ j - wm] + vm。 可见当 j ≥ wm 时,M[m][ j]
应取二者的最大值。 最小子问题的最优值是递归的边

界条件,当m = n + 1时表示最小规模的子问题,问题规

模为 0。
由此可得最优值的递归定义式为:
M[m][ j] =
0　 　 　 m = n + 1
M[m + 1][ j]　 　 m ≤ n,j < wm

max{M[m + 1][ j],M[m + 1][ j - wm]

+ vm}　 m ≤ n,j ≥ w

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

m

由式M[m][ j] 的递归关系式可证明,对每一个确

定的m(1≤m≤ n), M[m][ j] 是关于变量 j的阶梯状

单调不减函数,这一类函数的特征可用跳跃点来描述,
在直角坐标系中,跳跃点的横坐标为重量,纵坐标为价

值,如图 1 所示。
该类函数只要确定了跳跃点,则函数在直角坐标

系中的图像便唯一确定。 根据函数这一特征,该问题

的算法设计如下:
(a)设计点类型的数据结构 p 存储跳跃点。 对

∀m(1 ≤ m ≤ n, 且 m 是整数),p[m] 用来存储
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M[m][ j] 的全部跳跃点,并将 p[m] 中的跳跃点按横

坐标(重量) 升序排列,则其对应的纵坐标(价值) 也

是升序排列。

图 1　 阶梯状单调不减函数特征示意图

(b)p [m](1 ≤ m ≤ n) 可由子问题的跳跃点 p
[m + 1] 得到。 由 M[m][ j] 的递归关系式可知,问题

(4) 的跳跃点要么由其子问题不装入物品 m 得到,要
么由其子问题装入物品 m 得到。 故:

p[m] = p[m + 1] ∪ (p[m + 1] 췍 ( wm,vm))(7)
另外,式(7) 得到的 p[m] 中可能存在一些重量增

加、价值反而下降的跳跃点,或重量超过背包容量的跳

跃点,根据此类函数的特征和0 - 1 背包问题的约束条

件,将此类跳跃点从 p[m] 中删除。 初始时 p[n + 1] =
{(0,0)},令 q[m + 1] = {( s,t) | 当且仅当 wm ≤ s ≤
W 且( s - wm,t - vm) ∈ p[m + 1]},则 p[m] = p[m +
1] ∪ q[m + 1] 并清除重量增加、价值反而下降的跳跃

点。
(c) 在 p[1] 的跳跃点中,重量最大的跳跃点描述

了问题的最优值及与该最优值相对应的装入背包的物

品总重量。
(d) 构造最优解。
首先,令 m 初始值为 1,j 初始值为 p[1] 中最大的

横坐标,k 初始值为 p[1] 中最大的纵坐标;然后检查

p[m + 1] 中的所有点跳跃点(w,v) ,如果 w + wm 等于

j 并且 v + vm 等于 k,则 xm 赋值为1,j赋值为 w,k赋值为

v;否则 xm 赋值为 0。 m + +。 重复检查,直到 m 等于 n
+ 1 为止。

4　 算法设计
用一维数组 x[] 存放 0 - 1 背包问题的最优解。

求解步骤如下:
步骤 1:令 p[n + 1] = {(0,0)};
步骤 2:令 m = n;
步骤 3:p[m] = p[m + 1] ∪ q[m + 1],然后从

p[m] 中清除重量增加、价值反而下降的跳跃点;
步骤 4:如果 m > 1,则 m - -,转步骤 3;否则继续

一下步骤;

步骤 5:令 m = 1,j = p[1] 中的最大重量,k = p[1]
中的最大价值;

步骤6:检查 p[m + 1] 中的所有点跳跃点(w,v) ,
如果 w + wm 等于 j 并且 v + vm 等于 k,则 xm = 1;j = w;
k = v;否则 xm = 0;

步骤 7:如果 m < n,则 m + +,转步骤 6;
步骤 8:输出数组 x[] 的值即为最优解。

5　 算法实现
按照算法设计的步骤,用 C++程序设计语言编程

实现,具体代码如下:
floatGKnapSack( int n,float W,float* v,float * w,float *p

[],int * x)
{
int head[n+2];
head[n+1] =0;
p[0][0] =0;
p[0][1] =0;
int left=0,right=0;
int next=1; head[n] =1; / / 初始化完毕

for( int i=n;i> =1;i--)
{
　 　 int k= left;
　 　 for( int j= left;j< = right;j++)
　 　 {
　 　 　 　 f(p[ j][0]+w[ i]>W)　 break;
　 　 　 　 float y=p[ j][0]+w[ i];
　 　 　 　 float m=p[ j][1]+v[ i];
while(k< = right&&(p[k][0]<y))
{　
p[next][0] =p[k][0]; p[next++][1] =p[k++][1];
　 }
/ / 两个 if 判断新产生的点能否加入 p 中

　 　 　 　 if(k< = right && p[k][0] = =y)
　 　 　 　 {
if(m<p[k][1]) m=p[k][1];k++;
}
　 　 　 　 if(m>p[next-1][1])
　 　 　 {
p[next][0] =y;p[next++][1] =m;
　 　 　 　 }
/ / 取出新产生的点可以支配的点

　 　 while(k< = right&&p[k][1]< =p[next-1][1])k++;
}
while(k< = right)
{　
p[next][0] =p[k][0];p[next++][1] =p[k++][1];
　 　 }
　 　 left= right+1;
　 　 right=next-1;
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　 　 head[ i-1] =next;
}
Traceback (n,w,v,p,head,x);
cout<<"最优解为:x=(" ;
for( i=1;i< =n+1;i++)
cout<<x[ i]<<" ," ;
cout<<" )" ;
return p[next-1][1];
}
/ / 回溯求最优解

void Traceback( int n,float*w,float *v,float *p[],int *
head,int *x)

{
　 　 　 float j=p[head[0]-1][0],m=p[head[0]-1][1];
　 　 　 for( int i=1;i< =n;i++)
　 {　 x[ i] =0;
　 　 for( int k=head[ i+1];k< =head[ i]-1;k++)
　 　 　 　 if(p[k][0]+w[ i] = = j && p[k][1]+v[ i] = =m)
　 　 　 {
　 　 　 　 　 　 　 　 x[ i] =1;
　 　 　 　 　 　 　 j=p[k][0];
　 　 　 　 　 　 　 m=p[k][1];
　 　 　 　 　 　 break;
}
　 }
}

6　 仿真实验
实例 1(参考文献 4 中的实例)
n = 10;
w = {95,4,60,32,23,72,80,62,65,46};
v = {55,10,47,5,4,50,8,61,85,87};
W = 269。
算法的运行结果如图 2 所示。

图 2　 实例 1 的结果

实例 2(参考文献 2 中的实例)
n = 50;
w = {80,82,85,70,72,70,66,50,55,25,50,55,

40,48,50,32,22,60,30,32,40,38,35,32,25,28,30,
22,50,30,45,30,60,50,20,65,20,25,30,10,20,25,
15,10,10,10,4,4,2,1};

v = {220,208,198,192,180,180,165,162,160,
158,155,130,125,122,120,118,115,110,105,101,
100,100,98,96,95,90,88,82,80,77,75,73,72,70,

69,66,65,63,60,58,56,50,30,20,15,10,8,5,3,1};
W = 1000。
算法运行结果如图 3 所示。

图 3　 实例 2 的结果

实例 3(参考文献 3 中的实例)
n = 99;
w = {54,183,106,82,30,58,71,166,117,190,90,

191,205,128,110,89,63,6,140,86,30,91,156,31,70,
199,142,98,178,16,140,31,24,197,101,73,169,73,
92,159,71,102,144,151,27,131,209,164,177,177,
129,146,17,53,164,146,43,170,180,171,130,183,5,
113,207,57,13,163,20,63,12,24,9,42,6,109,170,
108,46,69,43,175,81,5,34,146,148,114,160,174,
156,82,47,126,102,83,58,34,21};

v = {597,596,593,586,581,568,567,560,549,
548,547,529,529,527,520,491,482,478,475,475,
466,462,459,458,454,451,449,443,442,421,410,
409,395,394,390,377,375,366,361,347,334,322,
315,313,311,309,296,295,294,289,285,279,277,
276,272,248,246,245,238,237,232,231,230,225,
192,184,183,176,171,169,165,165,154,153,150,
149,147,143,140,138,134,132,127,124,123,114,
111,104,89,74,63,62,58,55,48,27,22,12,6};

W = 6718。
算法运行结果如图 4 所示。

图 4　 实例 3 的结果

7　 算法分析
该算法的主要计算量在于计算跳跃点集 p[m] (1

≤ m≤ n)。 根据 q[m + 1] = p[m + 1] 췍 ( wm,vm) 和

p[m] = p[m + 1] ∪ q[m + 1] 并清除重量增加、价值反

而下降的跳跃点可知: q[m + 1] 中的跳跃点个数等于

p[m + 1] 中的跳跃点个数;p[m] 中的跳跃点个数最

多是 p[m + 1] 中跳跃点个数的 2 倍。 由此,p[n + 1]
中的跳跃点有1 个,p[n] 中的跳跃点个数不超过2 个,
p[n - 1] 中的跳跃点不超过4个,以此类推,p[1] 中的
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跳跃点不超过2n 个。 故该算法计算跳跃点集 p[m] (1
≤ m≤ n) 所花费的计算时间最多为:1 + 2 + 4 + … +
2n = 2n+1 - 1,即:O(2n)。 但是,如果物品的重量为正

整数,则装入背包的物品总重量的增幅至少是 1,又知

跳跃点的横坐标(重量) 不能超过背包的容量 W,因此

p[m] (1 ≤m≤ n) 中的跳跃点个数最多不超过W个,
此时算法的时间复杂度为 O(nW)。 综合两种情况,该
算法的时间复杂度为 O(min{nW,2n})。

8　 结束语
文中在详细讨论 0-1 背包问题数学模型的基础

上,根据该问题呈现的特殊性,提出了一种改进的确定

性算法,算法的求解结果不会受任何不确定因素的影

响,其时间复杂度在最坏情况下为 2n,解决了各种智

能计算方法存在的近似求解的问题。
是否能够融入其他的启发策略(如贪心策略),设

计更为有效的确定性算法是我们进一步思考、努力的

方向。
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