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含有并行机器组的串行短生产线的性能分析

穆华灵,汪　 峥
(东南大学 自动化学院,江苏 南京 210096)

摘　 要:文中主要研究含有并行机器组的串行短生产线的生产性能,此生产线含有一个并行机器组及其上下游缓冲区。
由概率守恒原理推导出短生产线的概率平衡方程,求得到短生产线的稳态概率,由此计算串行短生产线的性能指标:平均

生产率和平均在制品数量。 在 Matlab 平台下分析系统平均生产率与部分系统参数之间的关系。 同时,建立短生产线的

Petri 网模型,采用事件调度法对短生产线进行仿真,将数值结果与仿真结果进行对比分析,说明文中以机器为中心的分析

方法的有效性。
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Analysis of Short-serial Production Line with Multiple
Parallel-machine Workstations

MU Hua-ling,WANG Zheng
(School of Automation,Southeast University,Nanjing 210096,China)

Abstract:It analyzes the performance of a short serial production line with a parallel-machine workstation and its upstream and down-
stream. Constrcuted its probability balance equation and evaluated its performances such as production rate and work-in-process by a nu-
meric method. Analyze the relation between average production rate and particle system parameters under Matlab platform. Meanwhile,es-
tablish the Petri model for this short serial production line and the short line is simulated by event scheduling. Comparing the numerical re-
sult and simulation result shows that the proposed method is feasible.
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0　 引　 言
在生产制造系统中,生产能力以及平均在制品数

量的分析对于生产线的设计、管理都起着至关重要的

作用[1]。 对生产性能的分析可分为对可靠机器和不可

靠机器、有限缓冲区和无限缓冲区的分析。 常见的生

产线类型有串行生产线、并行生产线、可重入生产线、
装配生产线、环形生产线[2]。

目前,已经解决了对于只含有两个机器一个缓冲

区的串行生产线的性能的精确分析[3,4]。 对于多机器

串行生产线的分析目前大多采用分解 / 聚合方法来近

似分析,聚合算法主要是基于 Meerkov 的聚合方法[5],
分解算法主要是基于 Gershwin 分解方法[6]。 聚合方

法的主要思想是将一个两机器的生产线用一个等效机

来代替,这个等效机的生产能力和两机器的生产能力

相同。 分解算法的一般步骤为:先将一个长度为 N 的

长生产线分解成 N - 1 个两机器的生产线;然后推导

出每个短生产线的方程,这些方程中含有短生产线的

参数,如故障率、修复率、生产率等,并计算这些参数。
总体来说,这些近似的分析方法都以两机器单缓冲区

的分析为基础。 但在实际的生产制造系统中,一个工

作站中通常包含多个机器(文中称其为并行机器组),
在以往的分析中,将每一个并行机器组等效成为一个

机器[7],这样等效之后的分析方法就与传统的串行生

产线的分析方法相同。 然而这种简化的分析方法,在
全状态的状态转移图中近似忽略了正常工作状态之间

的状态转移,这样对于缓冲区容量比小的系统,带来的

近似误差比较大。
为了提高分析的精度,对于含有并行机器组的串

行生产线性能的分析,同样采取分解方法,并且考虑到

并行机器组对生产性能的影响,将把一个含有并行机

器组的串行生产线分解为含有两个缓冲区一个机器组

的短生产线,如图 1 所示。 文中对于这样的生产单元

即两个缓冲区一个机器组的短生产线的性能进行精确
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分析,并建立 2 个缓冲区 1 个工作站的 Petri 网模型,
进行仿真。

1　 短串行生产线的分析
根据概率平衡方程建立方程组并由此计算分解后

的短生产线中各个机器的参数,从而计算平均生产率

以及平均在制品数量 WIP 。
为分析问题简便,先给出以下定义:
(1)工作站中机器的数量为固定的 X,每个机器都

是不可靠的,工件的平均加工时间 1 / μ,机器单位时间

的故障率 p,单位时间的维修率 r,工件平均到达时间

1 / λ,需求间隔时间 1 / d 均服从负指数分布;
(2)在短生产线中,只加工一种类型的工件;
(3)机器只在加工工件时才会发生故障,机器相

互独立的;
(4)上下游缓冲区大小分别为 NU,ND;
(5) 系统的状态:(nU,nD,x),其中 nU = 0,1,…,

NU,nD = 0,1,…,ND,x = 0,1,…,X,nU 表示上游缓冲区

中工件的数目,nD 下游缓冲区中工件的数目,x 表示能

够工作的机器数目;
(6)缓冲区在存储和传递工件的过程中是完全可

靠的,不会出现故障。
由于有多台机器,因此每个机器组的生产率与等

待加工的零件数及机器数有关,即: μn = μmin{nU,x} 。
图 1 为含有并行机器组的短串行生产线。

图 1　 含有并行机器组的短串行生产线

1. 1　 稳态概率平衡方程

定义 P(nU,nD,x) 为系统状态(nU,nD,x) 的稳态

概率。
● 以下事件的发生会使系统离开(nU,nD,x) 这个

状态:
(1) 当有一个工件到达BU,即(nU,nD,x)— > (nU

+ 1,nD,x);
(2) 当有一个工件离开 BD, 即 (nU,nD,x)— >

(nU,nD - 1,x);
(3) 当有一个正在工作的机器发生故障,即(nU,

nD,x)— > (nU,nD,x - 1);
(4) 当有一个故障的机器恢复正常,即(nU,nD,

x)— > (nU,nD,x + 1);

(5) 当一个工件从 BU 进入机器组被加工,同时有

一个工件加工好后进入 BD,即(nU,nD,x)— > (nU -
1,nD + 1,x)。

但这些事件的发生会受系统本来状态的限制,比
如当 nD = 0 时,事件(2)不会发生,所以每个事件的发

生都有一定的约束条件,对应于上面五个事件的约束

条件分别为:
(1) nU = NU,上游缓冲区中工件达到缓冲区最大

值时,工件无法再进入缓冲区;
(2)nD = 0,下游缓冲区中工件为0 时,无法从中取

得工件;
(3)x = 0 或 nU = 0 或 nD = ND,能够正常工作的机

器数量为0或机器处于被饥饿 / 阻塞时,机器不可能发

生故障;
(4)x = X,所有机器都可正常工作时,没有机器可

被修复;
(5)nU = 0或 nD = ND,上游缓冲区为空或者下游缓

冲区为满时,机器组处于饥饿或阻塞状态,不能正常工

作。
● 以下事件的发生会使系统进入(nU,nD,x) 这个

状态(同时考虑到约束条件):
(1)(nU + 1,nD - 1,x)— > (nU,nD,x),系统中有

一个工件从上游缓冲区被加工的同时有一个加工好的

工件放到下游缓冲区,且当 nU =NU 或 nD = 0时,不存在

状态(nU + 1,nD - 1,x);
(2)(nU - 1,nD,x)— > (nU,nD,x),系统中有一

个工件到达BU,且当 nU = 0时,不存在状态(nU - 1,nD,
x);

(3)(nU,nD + 1,x)— > (nU,nD,x),系统中有一

个工件离开该系统,且当 nD = ND 时。 不存在状态(nU,
nD + 1,x);

(4)(nU,nD,x - 1)— > (nU,nD,x),有一个机器

从故障状态下恢复正常工作,当 x = 0 时不存在状态

(nU,nD,x - 1);
(5)(nU,nD,x + 1)— > (nU,nD,x),有一个机器

发生故障,当 x = X时,不存在状态(nU,nD,x + 1),当 nU

= 0 或 nD = ND 时,机器被饥饿 / 阻塞,机器不能正常工

作,也就不会发生故障。
根据概率平衡方程的构造原理[ 8 ]:离开状态(nU,

nD,x) 的概率等于进入状态(nU,nD,x) 的概率,所以得

到以下稳态概率平衡方程:
P(nU,nD,x)[λI(nU = NU) + dI(nU = 0) + rI(x =

X) + pI(x = 0 ∪ nU = 0 ∪ nD = ND) + μmin(x,nU) I(nU

= 0∪ nD = ND)] = P(nU + 1,nD - 1,x)μmin(x,nU + 1)
·I(nU = NU ∪ nD = 0) + P(nU - 1,nD,x)λI(nU = 0) +
P(nU,nD + 1,x)dI(nD = ND) + P(nU,nD,x - 1) rI(x =
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0) + P(nU,nD,x + 1)pI(x = X ∪ nU = 0 ∪ nD = ND)

(1)
其中, nU = 0,1,…,NU, nD = 0,1,…,ND, x = 0,

1,…,X,I(conditions) = 0,conditions 满足

1,{
其他

概率 P(nU,nD,x) 满足如下的归一化条件:

∑
NU

nU = 0
∑
ND

nD = 0
∑

X

x = 0
P nU,nD,( )x = 1 (2)

由公式(1)和(2)组成的方程组可求出稳态概率

P(nU,nD,x),即可得到短串行生产线的平均生产率以

及平均在制品数量 WIP 。
1. 2　 短生产线平均生产率及平均在制品数量 WIP

平均生产率分析:
从上游缓冲区的角度看,短生产线的稳态生产率

为:

THU = λ∑
NU-1

nU = 0
∑
ND

nD = 0
∑

X

x = 0
P nU,nD,( )x (3)

从机器的角度得到的短生产线稳态生产率为:

THW = μ∑
NU

nU = 1
∑
ND-1

nD = 0
∑

X

x = 0
min nU,( )x P nU,nD,( )x (4)

从下游缓冲区的角度分析短生产线的稳态生产率

为:

THD = ∑
NU

nU = 0
∑
ND

nD = 1
∑

X

x = 0
min(nD,d)P nU,nD,( )x (5)

当生产线处于平衡状态时,要满足 THU = THW =
THD 。

平均在制品数量 WIP 分析:
上游缓冲区的平均在制品数量:

WIPU = ∑
NU

nU = 0
∑
ND

nD = 0
∑

X

x = 0
nUP nU,nD,( )x (6)

下游缓冲区的平均在制品数量:

WIPD = ∑
NU

nU = 0
∑
ND

nD = 0
∑

X

x = 0
nDP nU,nD,( )x (7)

短生产线的平均在制品数量:

WIP = ∑
NU

nU = 0
∑
ND

nD = 0
∑

X

x = 0
(nU + nD)P nU,nD,( )x (8)

2　 仿真实验
Petri 网作为一种图形化的数学建模方法,其直观

性和严谨性可以描述系统和过程活动间复杂的逻辑关

系,所以成为离散事件动态系统有效的分析和建模工

具[ 9 ]。 随机 Petri 网(Stochastic Petri Nets)由 Molly 首

先提出的,他研究的是有界随机 Petri 网,随机变量服

从负指数分布,同时证明了 Petri 网状态可达图同构于

一个马氏链,借助马氏理论便可得到系统的相关性能

指标;Choi 等人推广了 Molly 的工作,采用了一种广义

随机 Petri 网(Generalized Stochastic Petri Nets)模型,此

模型包括某些变迁为立即变迁的情形[ 10 ]。
文中采用随机 Petri 网建模,具有一个并行机器组

和上下游缓冲区的短生产线 Petri 网模型如图 2 所示。
其中各符号的定义如表 1 所示。

由文中第二部分的假设可知,工作站中机器是否

可正常工作受上游缓冲 BU 与下游缓冲区 BD 的制约,
这一假设条件可以通过将抑制弧连接到机器的 t i 来表

示。 P i 表示库所,t i 表示变迁。
从仿真模型中可以看出,单工件单品种类型短生

产线的离散事件仿真中包含六种事件类型,分别是:上
游工件到达事件、机器开始加工事件、机器完成加工事

件、机器故障事件、机器修复完成事件、工件离开下游

缓冲区事件。
文中采用事件调度法对系统进行仿真,即用事件

的观点来分析真实系统,通过定义事件及每个事件发

生引起系统状态的变化,按时间顺序确定并执行每个

事件发生时有关的逻辑关系[ 11 ]。 所有事件均放在事

件表中。 事件调度法算法主要包括:初始化操作、事件

表操作、推进仿真时钟操作[12 ]。 事件的选择与处理不

断地进行,直到仿真终止的条件产生为止。 下一事件

发生的时间总是保存在事件表中,当从事件表中取出

最先发生时间的事件,此时将仿真钟推进到该事件发

生时间,转向该事件的处理子程序执行。

图 2　 短生产线的 Petri 网模型

事件中的对象实体有两种,分别是:机器和工件。
每个事件的要素有:事件的发生时间、事件的主体以及

事件类型。
图 2 中各个符号的意义如下:
p1:上游缓冲区的输入库所(假设一直提供原料);
p2:上游缓冲区容量为 NU;p3:机器组工作;
p4:机器组中有 I 个机器空闲;
p6:下游缓冲区容量为 ND;
p7:下游缓冲区的输出库所(假设容量为无限大);
t1:新工件到达生产系统;　 t4:机器故障修复;
t2:机器开始加工; t5:机器发生故障;
t3:工件加工完毕; t6: 工件离开系统。
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3　 数值结果与仿真结果
3. 1　 Matlab 计算出的数值结果

(1) NU = 4,ND = 3,X = 2,μ = 1,p = 0. 01,r = 0. 1,
d = 1,λ ∈ {1,2,…,10},步长是 1 。 机器端的生产率

THW,上游缓冲区的生产率 THU,下游机器端的生产率

THD 见图 3,横坐标代表 λ,纵坐标分别代表 THW,THU,
THD。

　 　 图 3　 λ ∈ {1,2,…,10},步长为 1,对应的

THW,THU,THD

(2)ND = 3,X = 2,μ = 1,p = 0. 01,r = 0. 1,d = 1,λ
= 10,NU ∈ {1,2,…,10},步长为 1,机器端的生产率

THW,上游缓冲区的生产率 THU,下游机器端的生产率

THD 见图 4,横坐标代表 NU,纵坐标分别代表 THW,
THU,THD。

　 　 图 4　 Nu ∈ {1,2,…,10},步长为 1 对应的

THW,THU,THD

　 　 由图 3 和图 4 可知,THU = THW = THD。 与分析的

结果一致。 且系统的平均生产率是关于参数 λ,NU 的

单调递增有限函数。
3. 2　 数值结果与仿真结果的对比

系统平均生产率的仿真结果记为 TH_S( i),数值

结果记为 TH_T( i),平均误差记为 e_TH;系统的平均

在制品数量的仿真结果记为 WIP_S( i),数值结果记为

WIP_T( i),平均在制品数量的平均误差记为 e_WIP 。
(1) NU = 4,ND = 3,X = 2,u = 1,p = 0. 01,r = 0. 1,

d = 1,λ ∈{1,2,…,10},数值分析结果与仿真实验结

果对比见表 1。 平均生产率与平均在制品数量的平均

误差分别为:

e_TH =
∑
10

i = 1
(TH_S( i) - TH_T( i)) / TH_T( i)

10 ×

100% = 1. 04%

e_WIP =
∑
10

i = 1
(WIP_S( i) - WIP_T( i)) / WIP_T( i)

10
× 100% = - 2. 05%

表 1　 到达率变化系统的数值值与仿真结果

λ
　 　 　 　 平均生产率　 　 　 　 　 　 　 　 　 WIP　 　 　 　 　 　

数值值 仿真值 数值值 仿真值

1 0. 8115 0. 9027 3. 7428 3. 2995

2 0. 9142 0. 9147 5. 4397 5. 8311

3 0. 9207 0. 9190 5. 7963 5. 9096

4 0. 9217 0. 9255 5. 9320 5. 8684

5 0. 9220 0. 9111 6. 0025 5. 9271

6 0. 9221 0. 9284 6. 0456 5. 9129

7 0. 9221 0. 9159 6. 0747 5. 8559

8 0. 9221 0. 9216 6. 0956 5. 9185

9 0. 9222 0. 9298 6. 1114 5. 9051

10 0. 9222 0. 9153 6. 1237 5. 9180

　 　 (2) Nd = 3,X = 2,u = 1,p = 0. 01,r = 0. 1,d = 1,λ
= 10,Nu = {1,2,…,10} 。 理论分析结果与仿真实验

结果对比见表 2。 平均生产率与平均在制品数量的平

均误差分别为:

e_TH =
∑
10

i = 1
(TH_S( i) - TH_T( i)) / TH_T( i)

10 ×

100% = 0. 006%

e_WIP =
∑
10

i = 1
(WIP_S( i) - WIP_T( i)) / WIP_T( i)

10
× 100% = 0. 33%

4　 结束语
文中主要对含有一并行机器组及上下游缓冲区的

短串行生产线的性能进行数值分析与仿真,构建这种

短串行生产线的稳态概率平衡方程,及其 Petri 网模

型,根据 Petri 网模型进行离散事件仿真。 由表 1 和表

2 数据计算得到仿真结果的误差在允许误差范围之

内,由此验证了文中分析方法的可行性。
(下转第 201 页)
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况进行监督施工,或者先行开挖保护,或者不允许开

发,总之依据情况必须事先征求文物行政部门的意见。
2) 对大块地下文物埋藏的地区,国家政府可以组

织考古文物部门主动考察勘探,整批出土保护。
3) 苏州城市规划部门作古城规划的时候需要考

虑地下文物保护区的范围,有地下古文物需要保护的

地块给予保护性规划,比如古城区南端以及北端的靠

近护城河附近区域。

3　 结束语
GIS 技术运用于各类土地评价研究是一种趋势,

先进的空间信息处理、统计、分析、归纳、决策技术给土

地评价以更具科学化、技术化,全面化的发展,为各项

土地决策管理做出重要的参考性指导性服务[12,13]。
本研究通过 GIS 技术,建立时空模型,进行土地利用评

价,在土地评价的研究方式上作了部分研究应用。
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表 2　 Nu 变化系统的数值结果与仿真结果

λ
　 　 　 　 　 生产率　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 WIP　 　 　 　 　 　

数值值 仿真值 数值值 仿真值

1 0. 7252 0. 7201 2. 3273 2. 9560

2 0. 9164 0. 8958 4. 0878 3. 9113

3 0. 9219 0. 9267 5. 1219 4. 8720

4 0. 9222 0. 9272 6. 1237 5. 8883

5 0. 9222 0. 9164 7. 1238 6. 9050

6 0. 9222 0. 9198 8. 1238 7. 9110

7 0. 9222 0. 9063 9. 1238 8. 9059

8 0. 9222 0. 9273 10. 1238 9. 9149

9 0. 9222 0. 9288 11. 1238 10. 9027

10 0. 9222 0. 9212 12. 1238 11. 9085
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