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摘要：计算机科学中研究的图像是真实世界(即二维、三维欧式空问)到像平面的射影变换。平面射影变换(单应)估计

是特征目标检测、注册、识别、三维重建等方面的关键步骤，但是如何鲁棒、精确地估计单应矩阵是一个没有很好解决的问

题。在研究中发现，基于点与直线的直接的单应矩阵估计方法会导致出现较大误差的情况。针对这一情况，文中介绍了

一种基于统计优化的单应矩阵估计方法，这种方法是通过单应矩阵的协方差张量的计算和优化来估计单应矩阵的。最后

进行了简单的实验，比较了统计优化方法与进行归一化处理后的直接线性方法的估计结果，证明了基于优化统计的估计

方法更加有效。
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Statistical Optimization

YANG Li—fen91．XIE Shi—pen92

(1．School of Mathematics and Computational Science，Fuyang Teachers College，Fuyang 236041，China；

2．School of Mathematical Science，Aahui University，Hefei 230039，China)

Abstract：The study of the images in computational science is projective transformation between the real world(the two-dimentional and

three-dimentional Euclidean geometry)and the plane．Plane projective transformation(homography)estimation is a necessary step in

many feature-based object detection，registration，recognition，three-dimention reconstruction and some other aspects，however，how to

robustly and accurately estimate homography from images is a difficult problem．In this paper found that usual method of homography es-

timation based Oil points and lines may result in relatively big eⅡofs．Under such configurations．a new estimation method which is based

on statistical opamization is proposed in this paper．this method estimates homography matrix through covariance tensor of homography

matrix．Have conduced some experiments and compared the estimation results between the method of statistical optimization and the meth一

0d of normalized DLT．thus proved that the estimation method based Oil statistical optimization is more effective．

Key words：homography marx；estimation；statistical o叫mization；tensor analysis；normalization

O 引 言

图像配准技术在计算机视觉中的应用越来越广

泛，例如：目标的识别、注册、检测、跟踪，三维重建，医

疗诊断等领域。图像之间的关系是计算机视觉中的基

本工作之一，单应矩阵定义了不同图像之间的相互关

系，在计算机视觉中有着广泛的应用。

单应矩阵的估计方法有很多种，最基本的方法是

线性方法，它具有简单、快速、易实现等优点，所以在实

践中得到了非常广泛的应用。但是直接线性方法受测
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量数据的影响十分巨大，即使测量数据的误差很小也

有可能导致估计的结果不稳定。为了解决直接线性方

法的这个缺点，Hartley于1997年提出了归一化的方

法‘1|。
。

归一化的基本思想是对测量数据做相应的归一化

的变换，使得测量数据相较于原始的数据在空间分布

上更加均匀，从而降低测量矩阵的条件数，提高算法的

鲁棒性。

通过上述的归一化变换后，在进行图像配准的过

程中，就会出现更多的点是无法在矫正后的坐标领域

中找到另外一个视角中与之相似的点，为了能让其他

平面上的点做到更好的配准，文中提出了基于张量分

析基础之上的统计优化方法，该方法在单应矩阵的估

计中更加有效。
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1直接线性变换
1．1单应变换的基本原理

二维射影平面上的线性变换称为平面射影变换

(单应)，它可以用非奇异3×3矩阵日表示为：

矧篆鞋矧
盖=HX。

由于日是一齐次矩阵，日的九个元素只有八个独

立，因此一个射影变换有八个自由度。单应矩阵可以

通过4对点对应来实现计算，也可以通过3个点和一

条线的对应或3条线和一个点或4条线的对应来实现

计算，但是不能通过2个点和2条线来实现计算。在

实际情况中，找到的可能的对应点必存在一些偏差，这

种偏差可能来自匹配算法的不精确，也可能来自像素

本身的不精确性，这就需要更多的来解决这种偏差。

当点数超出要求时成了超定问题，就需要通过最小二

乘法来求解超定方程旧·。

1．2基于点对应的直接线性估计方法

首先介绍一种单应矩阵日估计的简单的2D到

2D上的点对应计算方法。假设存在点的对应置一z，

方程X。=Hx可以表示为向量积的形式：xi×(HXi)=0。

如果把矩阵日的第J行记做日，。，就有：

HXi=

H17工i

H2’x。

H31工f

怯0T,薹．y：XT 1．["l[-ylxT ：。I彳：xj 07 - =o

菇：xj 。

∽0Fr靴卜

采样点X：受到了均值为0协方差矩阵为∑，的高斯噪

，=∑(z—xi)∑}(x—xi)“

这里盖‘。．=矛i1【日H：I，T置xI]，F为矩阵日的第i行。给定

乘估计求使得I IX：一ZlI最小的H问题阻6|。

矩阵的条件数m8|。

如果观测点为n个(X。，鼍，⋯，鼍)，对于点Xi=

(戈；，Yi，气)。，令k。=荟xik：=荟，，。，k，=荟气，构造变换矩

lo o 1 J

经过X。1=Ⅳ。Xi变换后的X。l=(并：，Y：，气)7满足Z

X净o，三j，净o，即变换后的重心落在z轴上，变换后直

令s=『L墨警2 Z]+，构造变换矩阵M如令s=I旦—__——一I，构造变换矩阵Ⅳ2如
∑(，)2 _J

M=㈠]
经过霹=Ⅳ2X。1变换后的直线坐标霹=(x；，Y；，z；)

满足：三((戈；)2+(秀)2)=2荟(z；)2，即变换后直线坐

Xi)：

Stepl：对于直线Xi根据上述变换的需要构造N。，

Ⅳ2得到X2。=Ⅳ2N。置；

Step2：对于直线X。也根据上述变换的需要构造

N。，Ⅳ2得到霹=Ⅳ2N。x。；
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Step3：由直接线性方法求解对应直线霹一霹所

对应觯应矩阵日；
Step4：做归一化变换的逆变换，得到对应直线置

一置的单应矩阵。

通过这样归一化的处理就会使利用直接线性方法

估计单应矩阵更加有效。

2统计优化方法
2．1统计优化方法的主要思想

最小二乘方法广泛应用于单应矩阵的简易计算，

但这样容易出现统计偏差一]，因为在运用该方法时往

往忽略微小的物理量之间的度量。图像坐标中的噪声

是欧氏空间下的，因此在欧几里得框架下讨论问题变

得更加可取。Kanatani等人提出了一种在欧几里得空

间中计算单应矩阵的方法¨0’11]。不确定的数据点(戈，

Y)和(石。，Y’)可以通过它们的协方差矩阵∑和乏’表示。

向量X和x’具有下列单独的协方差矩阵：

呱，=声岳：】
呱，=搿?】
如果将协方差矩阵可以表示成y[瓦]=占2vo

[瓦]和y[疋]-占2Vo[砭]，这里未知量占可以认为是

噪声水平。归一化的协方差矩阵Vo Ex。]和vo[砭]可

以表示噪声发生的位置和方向。如果没有其他的信息

可以利用，可以假设它们为各向同性的和齐次的。这

里日表示单应矩阵的估计值，日表示单应矩阵的真实

值，未确定的估计值日可以通过其协方差张量来度

量：

V[H]=E[P((日一H)@(H-H))P1]

这里E[·]表示期望，运算符。表示张量积。张

量P的第捌元素通过P涮=＆6s，-HiH甜得到。
理论上的精确解可以通过下式利用最小化Mahal—

anobis距离的平方得到：

wo=txHVo[x]日。1。×E+HX．xVo[五]x(tlX．)
利用Lagrange乘子和一阶近似可以得到：

_，=∑(鼍xHX，wd(兄xHX,,))

协方差张量y[Jjr]的特征矩阵￡，对应的最大特征

根A表明了在9维空间中误差最可能发生的方向。日

的结果受到两个方向H+=N[日+顾￡，]，H一=Ⅳ[H一4-i

￡，]的干扰，这里州·]表示归一化计算¨2—5|。

2．2统计优化方法的主要步骤

利用上述方法进行单应矩阵估计主要步骤如下：

Stepl：给定初值c=0，w=，，口=l，2，⋯，J7、r；

Step2：定义张量肘：

肼=专主。毛3。呱H’(P(I)×E)o瓦@(e(t)X疋)o
丘5

Step3：计算张量Ⅳ=(‰)：

‰=土Nay=l。吾州imp∈t呻町(Vo[五]F丘(，)疋㈤
+K[E]且瓦∽墨(1))；

step4：计算张量M=M—cⅣ的特征值并按从大到

小的顺序排好A。≥A：≥⋯≥A，，如果A，一O，停止。
否则按照下面的表达式更新C和岷的值：

A。

。+1+—(H9,N—H9)
帆H：×日9K[x。]砖×t+(89瓦)×Vo[疋]xIio
[砭]×(峨疋)

将更新后的值带入第二步继续进行计算n61。

3实验结果
为了测试文中提出的单应矩阵统计优化估计方法

的效果，准备了同一场景的两幅图像，并且标明理想状

态下一些对应的点。对于每一幅图像，噪声都可以根

据实验的需要而进行添加。用第一幅图像经过变换后

的点的坐标与第二幅图像中对应的点进行比较。计算

第二幅图像中的对应点与变换点之间的欧氏距离，假

设第一幅图像中的点为X，在第二幅图像中对应的点

为x’，点HX为其匹配点，用d(x，y)来表示非齐次的

两点间的欧氏距离，则对应的点集间的变换误差¨列

为：

E=∑d(xi，HX。)2

当然还有其他的一些误差衡量的指标，在这里就

不过多的计算了。

通过实验比较不同噪声水平下直接线性方法

(DLT)、归一化的直接线性方法(N—DLT)和基于统计

优化的方法(S-O)进行单应估计的结果如表1：

表1 不同噪声水平下三种估计方法的结果

根据表1很容易看出，在噪声水平越高的情况下，

S-O算法的优势越明显，所以在噪声水平比较高的图

像匹配中更应该选择统计优化的估计方法。

根据表2的结果很容易看出对应的点越多统计优

化算法相较于其他两种方法误差下降的越快，所以在

具有较多的测量数据点时更应该选择统计优化算法。
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表2不同匹配点数目下的三种估计方法结果

4结束语
文中提出了一种基于张量分析基础之上的统计优

化算法，用该算法来估计不同场景间对应的单应矩阵

具有其独特的优势。通过上面的实验可以看到当图像

噪声较大的时候，选择统计优化算法可以有效地降低

误差；在观测数据比较多的时候选择统计优化算法也

能得到更优的结果。总之，用统计优化的方法来进行

单应矩阵的估计是十分有效的。
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科技论文摘要四大要素的内容

1．目的：研究、研制、实验等课题所涉及的范围和所要解决的问题。

2．方法：所采用原理、理论、思想、技术、条件、材料、工艺、结构等，如何创建的新理论、新技术、新方法、

新材料、新工艺、新结构等。

3．结果：研究的结果、所得数据、被确定的关系、得到的效果和性能等。

4．结论：对结果通过分析、比较、升华所得到的具有普遍意义的规律和适用范围。

这四大要素是简明扼要地、全面准确地表述论文关键内容的必要条件，缺一不可。
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