
第22卷第8期
2012年8月

计算机技术与发展
COMPUTER TECHNOLOGY AND DEVELOPMENT

V01．22 No．8

Aug． 2012

一类求全局最小点的填充函数及其算法
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摘要：填充函数法是求解全局最优化问题的一种重要的方法，其关键之一在于构造一类性质良好的填充函数。文中基

于填充函数的严格定义，针对全局优化问题(P0)：minf(x)，在目标函数“菇)满足一定条件的基础上，提出了一类求其全

局最小解的填充函数，并在适当的假设条件下，研究证明了该函数的填充性质和其他的分析性质，并按照这些相关性质设

计了相应的填充函数算法。该函数形式简单，便于计算。最后，还进行了数值试验测试，结果表明，该函数是可行的，算法

是有效的。
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A Class of Filled Function for Solving Global Minimum

Point and Its Algorithm

YAO Gui-xia，YE Zhong-quan，MA Xue

(College of Mathematics and Statisdcs，Chongqing Umversity，Chongqing 401331，China)

Abstract：Filled function method is a kind of important method for solving global optimization problem and the key of the method is tO

construct a filled function with good properties．Based on the strict defimfion of filled function and certain conditions the objective func—

tion，(x)meets，construct a class ofnovel filled function with simple form and easy to calculate for global optimization problem(P0)：

minf(≈)，study and prove filled properties and other analysis properties ofthe function in the appmpdam assumptions，Besides，according
zER“

tO the related properties，design the corresponding algorithm for filled function．Finally，the numerical experiment shows that the function

is feasible and the algorithm is effective．
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O 引 言

在现实生活中，全局优化问题具有广泛的应用，尤

其是在科学计算、经济工程、生物科学等方面。最近几

年，全局优化在理论和实践方面做出了很多进展，对于

求解全局优化的算法也是有很多。这些算法大致可以

分为髓类，即确定性算法和随机性算法，其中填充函数

法属于确定性算法。

填充函数法最早是由Ge提出的为了解决多变量

函数的极小解问题，它的基本思想是构造一个辅助函

数，即填充函数(有些学者也在此基础上提出了类似

的另一些辅助函数，例如文献[1]的F-C函数)，这个

函数在目标函数八戈)的初始极小点戈，+处取得极大

值，在比．厂(龙)的极小点高的任何盆域∽1里没有极小点
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或鞍点；但在比．厂(算)的极小点低的盆域里一定存在极

小点或鞍点，最早由很多学者口“副提出的许多填充函

数有含有两个参数的、一个参数的，很多由于参数的选

择比较困难和麻烦，比如Ge[2t31给出的填充函数由于

有两个参数需要调整使得填充函数的算法效率降低，
II⋯·¨2

又由于因子e-“。广的存在，当ll x—x’lI 2很大而p2
很小时，P(戈，茗‘，r,p)和VP(髫，x+，r，P)接近于0和

零向量，可能找到假的平稳点或者丢失目标函数的极

值点，求得填充函数的极小点的算法也难以实现。在

此，文中给出了一种比较篱单的填充函数，函数中只包

含因子aretan(·)，由于它良好的性质，使其算法的效

果较好，效率比较高。

l基本概念

文中主要考虑无约束优化问题。

(P0)．m⋯inf(菇)
假设条件如下：
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(H。)以z)在群上是连续可微的；

(H：)八菇)的极小点的个数可以有无穷多个，但

是它的极小值应该是有限个；记y为问题(Po)的所有

极小点的集合，则F=t“菇)l茁∈y)是有限集。

(H，)以龙)是强制性函数，即li．．m八菇)=+∞则问

题(Po)等价于

(P)：mi叭并) (2)

其中Q∈彤是有界闭域。

定义1 E5]域B’c n称为问题(Pn)的关于一个

局部极小点戈’的G一盆谷，具有如下性质：

(1)菇’∈B+，且对于任意的髫∈B’，八髫)≥

八并’)成立；

(2)戈∈B’是问题(Po)的局部极小点当且仅当

八石)=以并‘)。

定义2H1 设茗1和并2是以石)的两个局部极小

点。如果八菇2)≥以菇‘)，则称局部极小点算2高于局部

极小点戈1，或局部极小点菇1低于局部极小点z2。如果

“髫2)=以茗1)，则称局部极小点石1和善2是同样高度的。

设Ⅳ+是问题(Po)的一个局部极小点，曰’是z’的

一个G一盆谷，￡是问题(Po)的低于戈+所有局部极小

点的集合，即

L(x+)={戈∈YI以z)<以戈‘)) (3)

定义3¨1 函数P(x，并’)称为问题(Po)在极小

点舅‘处的填充函数，函数满足如下性质：

(1)髫’是P(髫，戈‘)的一个严格局部极大点；

(2)对于任意菇满足以菇)≥以石’)，且算≠石+，z不

是函数P(算，省’)极值点或鞍点，I!pVP(x，菇+)≠0；

(3)如果z+不是问题(Po)的全局极小点，即

l

々八戈)一八戈+)]+l
／I算)一／I菇’)≥0

一r<以髫)一八菇。)<0

0 以x)一以戈’)≤一r

(5)

q>0，r>0是参数，设S，={戈I“算)>以髫‘)}，

_s：={茗l以x)<以戈‘)}且岛=，m。，in]y-一Yz I。
，．产y2

下面用几个定理说明H(省，戈’)是满足定义3的

一类填充函数。

定理1对Vq>0，，>0，若石+是八菇)的局部极

小点，则龙’是H(x，菇‘)的一个严格的极大值点。

证：因为H(x‘，髫‘)=qarctanl=}g，又j6>0，

对V菇∈胪x’，艿)n S。，有以菇)>以石‘)，则

置(郴‘)=一g[arctan忪一算‘ll 2一詈]=和一
qarctan 0 x一戈’||2<H(x‘，并‘)

所以，对V髫∈NO x’，8)f-I Sl，当筇≠戈’时，茗’

是日(算，髫‘)的一个严格极大值点，Vq>0，r>0。

证毕

对Vz E Q，定义d(x)=菇一戈’。

定理2以龙)是R“上的连续可微函数，对V戈∈

．s。且髫≠石’，戈不是H(x，戈’)的稳定点，且对Vq>0，

r>0，V1H(x，戈’)·d(菇)<0。

证明：H(x，石’)=一g{arctan 0省一茗‘J|2·

妒，(／<菇) 一／．(菇‘)) 一 arctan[min(1，1 +

．丛兰)二丛篓：2、1}
g

7。’

因为z E S。，即八石)>以菇’)，所以H(x，算+)=一

￡(茗’)≠⑦，则对任意的x∈￡(菇。)，菇是P(菇，戈’)的 q[arctan《菇--2；*II 2一詈]，V H(戈，菇+)=一g·
局部极小点，而且进一步满足P(x，茗+)<P(x+，筇‘)，

且对于任意的菇∈aQ，都有P(算，菇‘)<P(菇，省+)，其

中an是n的边界；

(4)对任意的菇。，z：∈Q，满足以x，)≥以茗+)，

／'(菇：)≥／<戈’)，贝4 f|髫：一算’0>(≥)0髫。一石+』当

且仅当P(z2，菇‘)<(≤)P(x，，省+)。

2一类填充函数

针对问题(Po)，设名’是当前局部极小点，构造

填充函数如下：

H(x，戈‘)=一q{arctan!l石一x+II 2·p，('，<z)一

，(x·))一arctan[min(1，1+地L血盟)]}(4)
q

其中

妒，(／I石)一／I并+))=

2(z一算‘)

1+0戈一菇’0
4

因为茹≠菇+，q>0，所以VH(x，茗’)≠0，即27‘不

是H(筇，戈’)的稳定点，且

VTH㈠并下m，-=--q。封筹择枷
定理3若以x)是连续可微的，且满足强制性条

件，即当忪ff一∞时以戈)_++∞。若戈+不是原问题

的最小点，即L(x‘)≠囝，则对Vx∈L(x+)，V q>

0，髫是H(石，戈’)的一个局部极小点，且满足H(x，戈+)

<蟊(名+，x’)，H(x，龙+)<H(石，并’)，V算∈aQ，当r≤

晏时。

证明：因为成=．您i曼I Y。一Y：I且己(茁+)≠彩，则yI，y，E，
+ 一
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对V舅∈|已(龙+)，有八x’)一以算)≥风，则八茗)一

以菇‘)毒-／30≤一2r<一r，因为以算)连续，则了舅的邻

域N(x，80)={菇∈R”l II髫一并||<80}，对于V聋∈

／v(x，80)，有以龙)一以茗+)<一r，因此有纯(以算)一

以并+))=0，V茗∈Jv(x，80)；又因为戈是以戈)的局部极

小点，则了菇的邻域Jv(x，反)={石E R“I II算一菇0<

6。}，则对V菇∈Ⅳ(x，蠡)，有以戈)>以菇)，取艿=

rain{80，艿。}，贝0对于V算∈Ⅳ(菇，6)，有

H(菇，菇’)=口·aretan(1+J矍!半)≥g·
aMtan(1+垃止丛盟)：日(二，菇·)

q

则二是日(戈，戈+)的一个局部极小点，且

日(二，龙·)：q．aMtan(1+也止丛盟)<q．
q

arctam=和=tt(戈‘，菇+)
定理4 对V菇。，x：∈Q，满足以髫。)≥以髫’)，

以算：)≥八菇’)；||菇：一菇’0>(≥)0菇。一石’l|，当且

仅当／／(x2，石‘)<(≤)／／(xl，髫‘)，Vq>0，r>0。

证明：对V菇l，茗2∈Q，因为以戈1)≥以茗’)以茹2)

≥灭茗’)，则有

日(钆戈’)=一qr arctan慨一石’II 2一手]

=和一q．arctan№一菇’lI
2

日(％菇’)=一g[arctan№一菇’lI 2一手]

=卫g—q．arctan№一菇’o
2

又因为0髫2一菇’0>(≥)0菇l一菇‘0々亭aretan

0菇2一戈+||2>(≥)arctan 0菇l一石+0 2幸孛／／(x2，菇‘)

<(≤)／／(xI，省‘)。

由以上这几个定理可以得知，式(4)满足填充函

数的定义3，所以是填充函数。

3填充函数的算法
步1，选取充分小的正数／z>0，占>0(艿<p)作

为最小化问题的终止参数，选择肘>0为参数q的上

界，取‰≥2n，其中rt,为变量的维数；取单位向量{e。}，

i=1，⋯，I|}。，使得巳在单位球B={茗∈R“I 11名0=1}

上，给定初始点戈：∈Q，初始值q。≥1且r0≤1，k：=1；

步2，从菇：处开始用某一搜索方法寻找原问题

mi叭算)的局部极小点菇：，取一个正数80>0，让6：=

80，i：=1；

步3，令髫?=并?+&；，若以x?)<以戈f)，则吼0“

=xf，I|}：=k+1，转步2；否则，转步4；

步4，构造填充函数日(菇，茗’)=一q{arcliln

0菇一x’II 2·妒，(以髫)一以并’))一aretan[min(1，1+

．丛苎2=丛兰：!、]}
q

7。’

从初始点茹f开始用局部搜索方法解问题

mi。nH(茹，髫’)。若此问题的解在an上得到，则转步5；

否则，若以下条件之一在某一点y?E n上成立：

(1)("一茗：)’vH(，，f，菇?)≥0；

(2)以Ⅳ)<以菇?)；

(3)0 V日(Ⅳ，髫f)0≤艿。

则令机0“=，，?，后：=I|}+1，转步2；否则，在。上

继续极小化H(x，茹‘)；

步5，若q<肘，则增加q(例：让g：=10q)，转步

3，否则让g：=qo，转步6；

步6，若6>p，则减少艿(例：让6．-睾)，让q．-

qo，转步3；否则，让q：=q。，艿：=磊，转步7；

步7，若i<ko，则i：=i+1，转步2；否则，转步8；

步8，若r>p，则减少r(例：让r：2孟)，让i：2
1，g：=q。，艿：=氏，转步3；否则停止，菇?就是问题的全

局极小解。

4算例
使用Matlab(t12009a)软件进行计算，使用Fmin．

COIl函数求以髫)的极值，使用Fminunc函数求日(菇，

并‘)的极值。

算例1 6一Hump back camel(n=2)函数：

以龙)=4x：一2．1x：+÷瑶一”：一4x：+4x：

一3≤茹I，茗2≤3

文献[2]中Ge给出的全局最优解为茗+=(0．

0898，0．7127)或(一0．0898，一0．7127)，全局最优值

为以菇’)=一1．0316，但是在利用文中的算法下通过一

次迭代得到的全局最优解为菇’=(一0．0898，一0．

7129)，目标函数值为八石‘)=一1．0316，与Ge的一

致。

算例2 R勰trigin(n=2)函数：

八x)=戈：+戈：一C08(18x1)一cos(18x2)
一1≤菇I，茹2≤1

Yang等给出的全局最优解为菇‘=(0．0000，

0．0000)，最优值为人菇+)=一2．0000，而利用文中算法
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得到的全局最优解为x‘=(1．Oe一005·0．9583。1．0e

一005车0．9583)。最优值为以菇’)=一2．0000，与Yang

等的一致，算法是有效的。

算例3 Treccanifunction(n=2)：

以并)=菇：+4x：+4x：+菇； 一3≤菇l，戈2≤3

文献[6]给出的全局最小解为菇’=(0．OOO00466，

0。00000000)1‘，全局最小值为贝菇’)=8．67710185

e一1，而利用文中算法得到的全局最小解为茹’=1．0e—

004幸(O．0960，0．4020)，全局最小值以膏’)=1．9857e

-009，与文献中的结果一致。

5结束语

文中基于全局优化问题的(eo)：minJ(x)。提出

了一类求解其最小值的填充函数法，讨论并证明了该

函数的填充性质和其他一些分析性质，并在其理论基

础上为其设计了算法。理论分析和数值试验表明，该

函数是可行的，算法是有效的，收敛速度比较快，精度

相对比较高。
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