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摘 要：针对实际工程中小样本数据的稀疏性、分布特征不明显等问题，分析了现有的一些方法并指出了现有方法存在的 

问题，重点讨论了一类基于切比雪夫多项式的核方法。由于切比雪夫多项式的正交性，使得这些核函数在高维特征空间 

能得到更优的超平面。通过实验测试了这一类核函数的泛化性能以及学习效率。证明它们比其它的核函数需要更少的 

支持向量并能保证更好的学习性能。最后论文讨论了这类核函数方法存在的问题，并指出切比雪夫多项式核函数在解决 

小样本回归问题时具有很大的潜力，值得进一步研究。 
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Abstra~：In practical engineering．small-scale data sets are usually sparse and contaminated by noise．Analyze some new methods and 

their problem．Furthermore。discuss the Chebyshev kernel functions which were proposed recently．Because of the orthogonality of Cbe by— 

shev polynomials，the new kernels Can findthe best hyperplaneinthefeature space．To evalua~ the peffomaance ofthe new kernels。ap— 

plied it to learn some benchmark data sets，and compared them with other conventional SVM kernels．The experiment results show that the 

Chebyshev kernels have excellent generalization performance and prediction accuracy，and do not cost much less suppo rt vectors compared 

with other kernels．Point out the problem of the new kernels and the research direction． 
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O 引 言 

目前 ，随着科学技术的发展，利用支持向量机学习 

算法解决有限样本的分类、回归和概率密度估计问题 

的应用越来越广泛，如机器故障诊断、力学环境预测、 

地震预报等。因为它基于VC维理论和结构风险最小 

化原则，所以较好地解决了小样本、非线性、高维数和 

局部极小点等实际问题⋯。 

然而 ，在工程中常常会遇到这样 的小样本数据。 

这些数据具有以下特点：数量比较少、分布稀疏，不能 

完全有效地覆盖样本空间，实测数据噪声的影响较大 
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等。例如一些重要的工程领域中的测量数据，如火箭、 

导弹的遥测数据，医学领域中的疫苗人体实验数据等。 

这些数据若不能很好地反映样本空间的分布特征，那 

么它们必定会影响支持向量机的学习效果。对于这种 

小样本问题，通常的做法是改进算法结构，如最小二乘 

支持 向量 机 (LSSVM，Least Squares Support Vector 

Machine)嵋 、近似支持向量机(PSVM，Proximal Sup- 

port Vector Machine) 、模糊支持 向量机(FSVM， 

Fuzzy Support Vector Machine) 、概率 支持 向量机 

(PSVM，Possibilistic Suppoa Vector Macines) 等。 

另一种做法是寻找更好的核函数或核函数的组合，并 

优化它，来提高算法的泛化性能。于是文献[6—10] 

将各种不同的核组合在一起，利用自适应优化策略来 

控制参数，对于不同的训练数据集给出不同的核函数 

组合。由于核参数比较多，所以必须要有一种高效的 

寻参机制和核选择机制，这必定会导致学习算法效率 
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下降。 

1 切比雪夫正交多项式 

切比雪夫多项式是一种高等超越函数。它是以递 

归方式定义的一系列正交多项式序列。常见的是第一 

类切比雪夫多项式和第二类切比雪夫多项式。它们来 

自于方程(1)和方程(2)。 

(1一 )Y—xy+n2y=0 (1) 

(1一 )Y一3xy +n(／7,+2)Y=0 (2) 

令 =COS(0)，则方程(1)的解为式(3)，称为第 
一 类切比雪夫多项式；方程(2)的解为式(4)，称为第 

二类切比雪夫多项式。 

T (COS(0))=cos(n )，n=0，1，2，3，⋯ (3) 

Uo(COS( ))=曼 1_ S1 ，n=0，l，2，3，·一 
n 

(4) 

其中，第一类切 比雪夫 多项式 的母 函数 为 

了 ，展开可得(5)式。 

(珈 ，I x l≤1，i t l≤l (5) 

第二类切比雪夫多项式的母函数为 

展开可得(6)式。 

1 
’ 

玄 un( ) I x l≤1， ≤l(6) 
两类切比雪夫多项式分别关于权函数 二二1 和 

、／， 正交。数学形式如下。 

，O(m≠n) 

』 d ={号c” ：n≠。 c7 
l盯(m=n=0) 

J‘ 一 叫 ⋯。 

2 切比雪夫正交多项式核函数 

切比雪夫多项式是一组非常重要的正交函数，理 

论上已被证明它能很好地逼近任何一条曲线。正是这 
一 特点，引起了国内外一些学者的关注。 

2．1 正交切比雪夫多项式核 

业宁在第一类切比雪夫多项式的基础上构造了正 

交切比雪夫多项式核函数 。假设多项式的最大阶 

数为 n。 

核函数的一维形式为： 

：  

1一xy 

向量形式为： 

，

y)： nt 
，其中mK(x H 表示向 ，y)= 三二兰 ，其中 表示向 l l

—

xi，i 

量的维数。 

若 n=3，则该核函数一维变量形式为： 

K( )： (9) 
√1一xy 

该核函数向量形式为： 

，=枣 
(1O) 

2．2 泛化切比雪夫多项式核函数 

Sedat基于第一类切比雪夫多项式，将自变量 为 

向量 定义了一种泛化的切 比雪夫多项式 ’” 。这 

时，其递推公式变为： 

ro( )=1 

Tl( )= 

( )=2x n一。( )一T一 ( )，n：2，3，⋯ 

基于此，构造了泛化切比雪夫多项式核函数 ： 

’z)：圣 ⋯) 
、／m一<工，z) 

其中m表示向量的维数。 

在等式(11)中为了保证分母为非负，将分母中的 

1变为维数 m，并不会影响学习效果。 

当时，核函数为： 

K( ，z)= !±! !墨 ±! i ! 2二 !! 《墨：墨2二 上 
_= 

( ，z)(4( ， )一3)(4(z，z)一3) ，1，'、 
=  

2．3 修正的切比雪夫多项式核函数 

由于指数函数比平方根形式的函数衰减更快 ，se— 

dat以类 似 于 高 斯 核 的 指 数 形 式 的 权 函数 

exp(一y II —z Il )来替换泛化的切比雪夫多项式 

核函数的平方根形式的权函数 m一( ，z)，得到了 
一 种非线性形式的核函数，以便更好更快地捕获非线 

性超平面 。其核函数形式为： 

：  等  
其中y为衰减因子。 

3 实验分析 

本节以 UCI的 Servo数据集和 STRD中的Long— 

ley、Misralc和 MGH10数据集为例，比较正交切比雪 
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夫多项 式 核 (OCK) ⋯、泛 化 切 比雪 夫 多 项式 核 

(GCK)L12,13]、改进的切比雪夫多项式核(MCK) 、径 

向基 核 (RBF)、sigmoid核 (SK)、普 通 多 项 式 核 

(GPK)、线性核(LK)和小波核(WLK)的泛化性能。 

其中 Servo数据集有 4个属性，总样本数为 167个，取 

前 30行作为实验数据。Longley数据集有 6个属性 ， 

总样本数据为 17个。MisralC数据集有 1个属性，总 

样本数为 l4个。MGH10数据集有 1个属性，总样本 

数为 17个。实验前 ，对所有数据进行归一化处理。 

每组实验做 10次 10折交叉验证，求出平均预测 

均方差值(MSE值)和相关性系数(SCC值)，进行比 

较。其中相关性系数的计算公式如式(14)所示。 

其中f表示样本个数， )表示预测结果，Y 表 

示真实结果。相关系数 SCC表示了预测结果与真实 

结果的相关程度，也是泛化能力的表征量。相关系数 

SCC的值迪大，表示预测结果与真实结果越相关，说明 

回归模型的泛化能力越强。为 比较各种核函数的性 

能，以传统支持向量机8一SVM算法为例，其源程序使 

用 Libsvmll 。s—SVM算法利用 PSO算法和十折交叉 

验证进行参数优化。结果如表 1和表2所示。其中 

NSV表示支持向量个数。 

从表 1和表 2中可以发现 ，这三种切 比雪夫多项 

式核的MSE值较小，而SCC值较其它核函数的大。还 

可以看到，这三种核函数的支持向量较少。说明这三 

种核函数在解决小样本回归问题时，具很高的泛化性 

能。使得支持向量机的算法效率得到l『提高。预测结 

果与真实结果更相关。 

4 结束语 

文中对最近提出的三种切比雪夫正交多项式核函 

数进行了研究与讨论，发现这三种核函数在小样本回 

归问题中具有较高的泛化性能。 

然而，这类核函数还存在以下值得研究的方向： 

1)这些核函数只是针对第一类切比雪夫多项式， 

然而发现用第二类切比雪夫多项式在进行回归分析 

时，效果也很好，所以若能考虑第二类切比雪夫多项式 

核函数也是一个很好的选择。 

2)通过实验，发现第二类切比雪夫多项式与第一 

类切比雪夫多项式在进行回归分析时，特点不同。如 

何在二者之间进行选择 ，以及如何评价这两种多项式 

在针对具体数据集时的泛化性能，也是一个值得研究 

的问题。 

3)权函数的选择和核函数的构造形式，不但需要 

其能保证正交 ，还能保证满足 Mercer条件也是很有挑 

战性的研究工作。 

总之 ，切比雪夫多项式核函数在解决小样本回归 

问题时，具有很大的潜力。还有很多值得研究与发展 

的东西。 

(f×圭 )y 一圭厂( )圭y ) 
SCC=———丁——————旦l_——— — ．__—— 丁——— ——广一  (14) 

((z×∑( )，( ))一∑ )∑f(x ))(1×∑YlY 一∑Y ∑Y )) 

表 1 不同的核函数和算法在各种标准数据集上的性能比较(1) 

核函数 RFB LK GPK SK 

评价 MSE(％) SCC(％) NSV MSE(％) SCC(％) NSV MSE(％ SCC(％) NSV MSE(％) SCC(％) NSV 

Servo 2．99 92．639 1O 16．517 61．14 22 3．16 92．6 24 22．521 35．824 23 

Longley 15 86 0．24 11 9．1 96 8 lO．1 85．3 l3 8．155 88 8 

Misral 7．603 66． 7 1．582 99．978 6 5．12 70．3 10 1．19 1oo 6 

MCHl0 4．6lE-02 99．9 l2 5．38 83 027 8 0．2919 99．1916 14 7．656 76．4ll 8 

表2 不同的核函数和算法在各种标准数据集上的性能比较(2) 

核函数 WLK 0CK GCK MCK 

评价 MSE(％) SCCf％) NSV MSE(％) SCCf％) NSV MSE(％) SCC(％) NSV MSE(％) SCC(％ NSV 

Servo 3．356 9l 842 l2 3．157 92．495 14 2．8457 93．2758 12 2．7376 93． 1l 

Longley 0．3328 99 10 0 6849 91．1 11 1．oo38 84．93 10 0．5052 98．78 12 

Misral O 1oo 7 5．6113 84．82 6 O．181 10o 7 0 1o0 8 

MeHl0 0．626 98 5 0 1【x】 1l 0 1o0 13 0．4899 98．58 5 

(下转第 184页) 
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