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摘 要：为了分析二维四元数函数表示的彩色图像，文中利用了把空间、频率同时作为参数的基于四元数的局部 S变换， 

该变换同时决定了彩色图像的局部频谱。文中给出了Qs变挽的精确定义，其定义使用了一个二维高斯局部窗函数，窗宽 

度与频率成比例；并验证了Qs变换的旋转不变性，可逆性。文中通过利用Hartley变换的简便 QS变换计算方法，求得彩 

色图像的Qs变换四元数生成式，并由生成式系数计算出彩色图像的能量谱。从实验结果可以得出：Qs变换能量谱可以 

成为分析彩色图像纹理与样式的有力工具。 
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Abstract：In order to analyse qu~ernion images，a joint space—wavenumber localized quaternion S transform (Qs)is presented in this 

study because color images can be treated as two—dimensional quatemion functions，it determines the local color image spectra．The QS 

transform uses a two—dimensional Gaussian localizing window and window width scales with wavenumbers．Rotation invariance，invert- 

ibilityand computationalaspects oftheQStransform alediscussed．Inthis paper，useHartleytransformto simplyQstransform and ob- 

tained powermap oftheQStransform of colourimage．Experimentresults showthatthepowermap oftheQStransformispresented here 

as apo werfultoolin colorimagetextureand pattern analysis． 
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0 引 言 

傅里叶变换广泛的使用于不同应用中的灰度图像 

分析 。许多空间与频率的结合变换能够决定灰度图 

像中任意点的局部光谱特性，这些变换包括 Gabor变 

换(局部空间的傅里叶变换)、小波变换 和最新的S 

变换 。但是这些变换在用于整体分析彩色图像的多 

个分量 的应用中，其作用就显得十分有限。为了对 

彩色图像进行分析，往往需要把彩色图像分离成三个 

标量(例如 R、G、B三个分量)图像并且每个分量单独 

的使用上述变换进行分析。然而，这样对彩色图像每 

个分量单独的进行光谱分析，也将无法获得彩色图像 

多个分量结合的整体光谱信息。 

近些年提出了把彩色图像作为一个整体计算傅里 

叶变换的想法，该想法通过使用基于四元数的傅里叶 

变换得以实现并且能够有效的整体的分析彩色图 
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像 。由于四元数表示法允许把一个彩色图像在一个 

向量域下进行分析，使得四元数广泛的应用于彩色图 

像的分析、四元数滤波 、彩色图像向量相关、彩色图 

像边缘检测 ，通过这些具体的应用可以看出使用四 

元数分析彩色图像是十分有效的。 

接下来将对基于四元数的Gabor变换，小波变换 

和s变换进行比较。Gabor滤波 可以用于对局部图 

像结构进行分类，Gabor变换的一个主要缺点是使用 

了一个固定宽度的局部窗函数，从而得到了一个固定 

的分辨率。而小波变换则提供了更积极的分辨率表 

示，之后又提出了基于四元数的小波变换，但是小波变 

换也有两个主要的缺陷。首先，小波变换提供的信息 

十分稀少；第二，应用中受到光谱交叠(spectral over- 

laps)的困扰。s变换在小波变换的基础上进实现了十 

分有用的扩展，相对于小波变换随意的选择频率，s变 

换则是根据积极的分辨率有效的进行频率选择。另外 

S变换的核心没有变化的局部窗函数，这意味着 S变 

换不单单局部化能量谱而且还保持了绝对的相位信 

息；而小波变换仅仅局部化能量谱并没有绝对的定位。 

此外，S变换与自然傅里叶变换也有着简单和直接的 
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联系，这也是小波变换所没有具备的。然而s变换也 

有着自身的局限性，最主要的缺陷是没有旋转不变性。 

文中提出了一个基于普遍性与旋转不变性的四元数 S 

变换，这使得 s变换能有效的应用于彩色图像的纹理 

分析中。 

量化并提取彩色图像纹理特性的不同方法在许多 

文献中都有提出，其中包括使用非四元数的方法对彩 

色纹理进行分类 与分割 。基于四元数的方法也 

可以利用于纹理特征提取，例如，四元数与主成分分析 

结合使用的彩色图像的纹理分割 ，四元数也可用于 

彩色图像的边缘侦测 。 。在这篇文章中我们提出的 

Qs变换也可以作为彩色图像样式及纹理提取的有力 

工具 。 

1 四元数与四元数傅里叶变换 

四元数 q是由一个实部和三个虚部组成 。因 

此得出q=a+ 6+ + ，其中a，b，c和d是实数而i， 

J_和k是正交复杂的运算符且满足： 

=  = k =班 =一1， =k，jk=i，ki= ，ji=一 

k， =一i，ik=一 

四元数域是4D的非交换的，其拥有4个覆盖于实 

数域R的系数与基本元素{1，iJ，|i}}。 

四元数的代数计算不同于实数与复数的代数计 

算，例如，在四元数空间下乘法的交换率是不成立的， 

接下来我们将回顾一些四元数的特性。 

1．1 四元数的特性 

(a)可以把一个给定的四元数q=a+ 6+ + 

看作是实数部分与向量部分的和，即q=s(q)+ (q)， 

其中S(q)：a是四元数的实数部分，V(q)=ib+ + 

为向量部分。 

(b)任何四元数q=a+沾+ + 都能表示为极 

坐标的形式q=I q I ，其中I q I=、／／0 +b +c +d 

为振幅 =V(q)／I V(q)I为特征轴，而 ：arctan I 

V(q)I／S(q)，0三 < 为特征角(相位角)。当I q 

I=1时，q是一个单位四元数；而a：0时，g是一个纯四 

元数。欧拉与De Moivre公式在四元数空间下也成立， 

例如，对于一个纯单位四元数 有如下性质： 

=COS( )+／zsin( ) 

(COS(0)+btsin(0)) = =COS(nO)+／zsin(nO) 

(C)四元数的共轭值定义为：q=a一曲一 ～ 。 

(d)复数可以看作拥有一个实部和一个虚部的特 

殊四元数。 

1．2 四元数傅里叶变换 

四元数傅里叶变换(QFT)定义为类似于2D标准 

傅里叶变换的函数，四元数乘法的不可交换率使得能 

够定义不同形式的Qvr。在文献中经常出现的形式在 

下面给出。 

第一类 QFT公式口 ： 

Q(u， )=I f e 一 ，y)dxdy 
J 一∞ J 一∞  

其中 和Y代表空间变量，而“和 是在相应方向 

上的频率 ，Y)为四元数函数。第一类 QFT与其逆 

变换的不同仅仅在于两者指数的符号不同。 

第二类Qr'r公式： 

Q(u， )=f』e ，( ，Y)dxdy (1) 

其中 是任意的纯单位四元数， =一1。第二类 

QFT与其逆变换的不同仅仅在于两者指数的符号不 

同。傅里叶变换可以看作为 QFT(其中u=i)的特殊 

情况，参数n是任意选取的。彩色图像-厂( ，Y)为基于 

四元数表示的RGB颜色函数，彩色图像的三个分量表 

示为一个 四元数 ，即-厂( ，Y)=R( ，Y)i+G( ，Y)J+ 

B(x，Y)k，通常令参数 =(i+ +k)／ 。参数 这样 

取值保证了RGB空间的三个颜色分量的灰度值保持 

平衡。 

‘ 

2 局部四元数傅里叶变换 

类似于2D傅里叶变换，QFT(1)给出了整个彩色 

图像的频谱。但是 QFT关于随着空间变化的局部频 

谱提供不了足够的信息，这就需要局部空间的四元数 

傅里叶变换。 

2．1 QS变换 

这里采用第二类 QFT来定义局部变换，这是由于 

在例如卷积的某些运算中，使用第二类 QFT比第一类 

QFT更加方便。文中仅仅针对 RGB彩色图像进行变 

换分析，这样的选择将不失普遍性，推广至其他类型的 

彩色图像也并不困难。 

令四元数 RGB函数为 ，Y)：R( ，Y)i+G( ， 

Y)J+B( ，Y)k。类似于定义2D S变换 ，Qs变换式 

中也包含一个可伸缩变换的高斯窗。2D S变换定义 

如下 ： 

S(X，Y，M，V)= 

广f c一 x,y)d dy J
— aO J 一∞ 厶 ̈  

与使用固定宽度的局部窗的Gabor变换 所不 

同，s变换允许窗宽度随着频率变化，从而在复数空间 

中得到一个积极的分辨率，这个做法被扩展至四元数 

空间(即Qs变换中)。 

2D的高斯函数如下： 

W(x,y,o'x,trr)= 1 e 
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在高斯窗函数中 方向的窗宽度( )和 l，方向 

的窗宽度(or )分别与对应方向的频率的倒数成比例， 

即 =K ／I H l且 y= ／l I， 和 为正常量。 

高斯窗的所在位置由( ，y)决定，变化的 和 值 

改变了空间频率平面的分辨率。接下来给出Qs变换 

的定义 ： 

QS(X，Y， ， )=f J e曲 
， 一∞ ， 一∞  

， 
(2) 

w(X— ，Y—y， ， )，( ，y)d dy 
l“ I I l 

Qs变换能在空间和频率域上产生一个积极的分 

辨率，尽管其与2D S变换定义在不同的空间，但是其 

在形式上类似于2D S变换的定义。Qs变换的缺点和 

限制将会在下面讨论并且给出相应的解决方法。 

一 个图像的能量(振幅)与图像的方位无关，且任 

何针对图像的变换都无法改变图像的能量，这个性质 

叫做旋转不变性。令人遗憾的是，Qs变换(2)并不具 

备旋转不变性。以任何角度旋转图像，Qs变换的振幅 

都将发生改变，这是由于高斯局部窗宽度在 ，Y方向 

独立的比例大小造成的。 

高斯窗的宽度在 与y7~向分别与频率 和 成比 

例，因此2D高斯局部窗大体上是一个椭圆横截面。无 

论何时频率u， 其中一个接近于零则对应方向的窗宽 

度将会趋近于无穷，所以具体的定义中需要限制 n= 

0(或 ：0)的情况发生。 

假定 ～l／I M I和 ～l／I l，为了能够实现 

旋转不变性，我们使用了圆形对称的高斯窗函数，其宽 

度与频率的倒数成比例即 ：I rI／ + ，其中r是 

恒量，Qs变换修改为 

QS(X，l，，M， )=f f e伽 
J 一∞ J 一∞  

等 e “ u ，y)dxdy (3) 
二 7r， 

在这个公式中，高斯窗函数的宽度由参数 r决定， 

通过改变r的值能够根据需要改变空间一频率平面的 

分辨率。 

定理 1．Qs变换是旋转不变的。 

证明．由于高斯窗的修改，新的 Qs变换(3)是旋 

转不变的，原始图像_厂( ，Y)旋转角度0如下： 

’=~C08(0)+ysin(0)，Y’=一xsin(0)+ycos( ) 

’=UCOS(0)+vsin(0)， ’=一usin(0)+YCOS(0) 

X’：Xcos(0)+Ysin( )，Y’=一Xsin(0)+Ycos(0) 

然后下述式子成立： 
2 + 2 = 2 + 2 

(X 一 ’) +(y —y’) =(X— ) +(Y—Y) 

U’ ’+ ’Y’=／／,X +秒y 

因此下面我们能得出 

cos(2~u’ ’+2~rv’Y’、=cos(2zrux+2~rvy) 

sin(27rM’ ’+2~rv’Y’)=sin(2zrux+2~rvy) 

此外，有 -1 等 dy’且 ， y， 

Y
-： ( 

， ) 。 l av， 

i“ 
： 1 

cosO／ 

因此可得 d ’dy’=dxdy，综上可知 Qs变换是旋 

转不变的。 

定理2．QS变换是可逆的。 

证明．由于Qs变换在变量 ，y上的二维积分等 

同于2一D Qzr频谱函数 

f f QS(X，Y，“，v)dXdY=f f e曲 ， 
Y)dxdy 

即I J QS(X，Y，“， )dXdY=Q(u， ) (4) 

对式子(4)的两边进行 QVr逆变换，可以获得最 

初的四元数图像函数。即 

，Y) 

=R( ， )i+G( ，Y)J+B( ，y)k 

= f f f f ‘ ×QS(X，Y，u，v)dXdYdud 
2．2 计算 QS变换 

QS变换 (3)可以看作是 ，Y)与 QVT核心 

e 州一 的乘积和一个圆形对称高斯窗w(x，Y)的卷 

积。由于高斯窗是一个实数值域的偶函数，其在四元 

数空间的卷积类似于在标准复数傅里叶空间的卷积。 

快速 QVr算法在很多文献中都有讨论(分别针对 

第一类 QVT与第二类 QzI")。所有基于标准快速傅里 

叶变换的设计都需要把 Qvr分解为多个复数傅里叶 

变换。文中使用2D Hartley变换  ̈代替原分解方法， 

通过对Qr'r变换的每个分量应用 Hartley卷积避免了 

对 QVr的分解。 

使用下述的简化变量用于重写 QS变换的实数与 

虚数部分。令0=2丌(u + )，图像函数使用四元数 

函数 ，Y)=iR(x，Y)+jG(x，Y)+kB(x，Y)，另外 

= (i + _『 + k)／ 。 然 后 得 e一 ，Y) = 

e一‘‘ ／,g (iR(x
，Y)+jG(x，Y)+kB(x，Y))。 

由于四元数 为纯单位四元数 即满足 e = 

cos(0)一／zsin( )，由此可得： 

e )=(c。s( )一 sin( ))( ( ， 、 ĴJ ， 
Y)+jG(x，Y)+kB(x，Y))=qo( ，Y)+ g x，Y)+ 

Jq2( ，，，)+kq3( ，Y) 

)  

(  
( n 

O S  

C 一 

= 

＼ 、●●●●●●， 、若】 
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其中各个分量如下： 

q。( ，y)=曼 (R( ，y)+G( ，y)+B( ，)，)) 
j 

q。( ，Y)=R( ，Y)COS( )+(G( ，Y)一B( ，Y)) 

sin(0) 

√3 

使用上述式子，Qs可以推导成下面的类型： 

QS(X Y， 厂f (qo( )+iq,( ， Z7rr J
一

∞ J 一 

y)+觑 ( ， )+ q3( ，)，)e一 ‘ “ dxdy 

(5) 

上述 QS变换(5)的每个分量能够表示为在 Hart— 

ley空间下的两个函数的卷积，2D Hartley定义如下： 

日(“， )：I I l厂( ，Y)cas(27rux+2~rvy)dxdy， 

而后逆变换也被给出： 

， )=f J／-／(u，v)cas(2~rux+27rvy)dudv， 

其中cas( )=COS( )+sin( )。 

在 Hartley空间的卷积公式定义如下： 

C(u，口)= 

日 (u， ) (u， )+H (“， ) (一u，一 ) 
— — — — — — — —  — — — — — — 一 十 

日l(一u，一 )H2( ， )+日l(一M，一 ) (一M，一 ) 
2 

(6) 

其中日 和 分别是图像函数 h 和h 的Hartley 

变换，C则代表 Hartley变换空间下的卷积。例如，Qs 

变换的实数部分(Qs。)能够被写成下述的一个卷积： 

QS。( ，Y，M， )=q。( ，Y)$d( ，Y) (7) 

其中J(x，)，)=((u + )~2err e一‘ 。 彪 ，q0 

在上面已经定义，可以对上述等式(7)左右两边同时 

求 Hartley变换。2D Hartley变换下的卷积(6)可以化 

简为日。(u， ) (u， )(与傅里叶卷积类似)，其中g。 

的Hartley变换是日 并且d的Hartley变换是 (从 ， 

Y转变至 ， )，如下给出 的式子： 

(u， ， ，卢)=e一 ‘ ‘ 

最后可以求出QS。仅仅需要通过H (“， )H2(“， ) 

的Hartley逆变换。 
r∞ r∞  

QJS。( ，y，“， )=I J 日。( ，JB，u， 

)e-21r：r2(a：+B‘’ ‘ ‘ ×cas(27rctX+27rflY)dot 

类似的Qs变换的三个虚数部分也可以这样简便 

的进行计算。这样进行计算的复杂度相对于四元数空 

间的卷积计算量十分的小。 

2D复数傅里叶变换不能够直接用于计算，这是由 

于傅里叶自身的复杂性和在四元数空问下的不同解 

释。然而2D Hartley变换是实数值的并且能直接应用 

0S变换的每个分量。此外，Hartley的正变换与逆变换 

使用同样的变换核心，这使得该变换在应用中更加方 

便。 

2．3 QS变换的能量谱 

一 个彩色图像的Qs变换的能量(振幅的平方)谱 

P可以通过如下式子计算得出： 

P(X，l，，u， )=QS +Q|s +Qs +Qs ，其中Qs ， 

Qs ，Qs 和QS；是Qs变换生成式的实数与虚数的系 

数部分。每个象素点的合成能量RP是由该点所有频 

率的能量求和而成，由此可得RP(X，l，)：∑∑P(X， 

1，， ， )。 

Qs变换的能量谱具体定义为利用能量最大值求 

出的标准化 RP对数 ，即 
O 1 11a眚 ／1[ J g J+ X{ rl̂．J J}J 

对于一个N×M四元数图像，离散QS变换生成矩 

阵的大小为4(N×M) 而它的能量谱是一个N×M的 

实数矩阵。在实际应用中，振幅谱可以由不同频谱求 

得的Qs变换分量系数平方和算出，而不是需要计算 

整个4D QS变换矩阵。能量谱表示对应点有效的局部 

能量，所有的象素点存在相同或不同的有效能量，我们 

把局部能量的类似与不同归结为图像的纹理或样式的 

异同。因此我们这里提出的能量谱，可以做为提取彩 

色图像纹理和样式的有效工具。 

3 实 例 

图1展示了一个合成彩色图像，图2则展示了该 

彩色图像使用Qs变换计算出的振幅谱。这个彩色图 

像是使用一个 Matlab程序创建的。在每个颜色带上 

仅仅在 方向上存在频率变化。第一颜色分量(R)是 
一

个不断增加的脉冲信号且仅在 区间的前半部分出 

现，第二颜色分量(G)在整个 区间都是保持一个很 

低的频率，第三颜色分量(曰)仅在 区间后半部分显 

示为一个中等的频率。4D四元数Qs变换生成矩阵通 

过计算得出，图2绘制的是对应于V：0且Y：0的振幅 

谱切片。Qs变换振幅谱在全部的颜色带上获取了所 

有的频率。通过Qs变换算取频谱的方法对于单频的 

分析每个颜色分量的方法来说，拥有2个主要的优势。 

一 个优势是整体的(RGB)频谱信息是可见的，第二个 
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法结合并用于提取二阶纹理特征。一个提取纹理特征 

的方法是通过能量谱的灰度共存矩阵 (GLCM)来实 

现，求出的纹理特征可以用于基于纹理的自动分割与 

分类。文中的研究正是为上述以及其它Qs变换的应 

用铺路。 

在使用Qs变换能量谱来提取纹理特征应用中仍 

然有许多未解决的问题。该能量谱是合成了包括该局 

部所有的频率的局部能量。尽管没有强调何种频率应 

该包括在能量谱的计算中，但是在此次研究中，所有的 

频率被计算于能量谱中。然而低频常常受到边缘效果 

的影响，高频又存在噪音。因此适中的频率在纹理特 

征提取中更有效率。这就要求我们对频率设置门槛 

值。 

5 结束语 

总的来说，这篇文章介绍了一个局部空间四元数 

s变换，并通过实例证明了其在彩色图像分析中的积 

极作用。Qs变换允许同时的分析局部彩色图像的所 

有颜色分量，而其它非四元数变换只能单独分析彩色 

图像的各个颜色分量。文章给出的 Qs变换是可逆和 

旋转不变的，并且又提出了一个通过在 Hartley空间下 

的卷积实现的Qs变换简便计算，之后构建的Qs变换 

的能量谱被用于提取彩色纹理特征。今后需要把更多 

的研究投入于 Qs变换四元数生成式的另外 2个属性 

上(特征角和特征轴)。 
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