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求解网络最大流问题的标号算法 

赵礼峰，白 睿，宋常城 
(南京邮电大学理学院，江苏 南京 210003) 

摘 要：给出了一种新的求解网络流问题的标号算法，对每个顶点进行标号，顶点有几个入弧，即有几个标号，每次在选择 

路径时先选取只有一个标号的路径，当所有单标号的路径走完时，再按照弧容量较大且最短的路径选择增广链。通过对 

Ford—Fulkerson标号算法进行改进，使得该算法容易理解，且又避免了F0rd—Fulkerson标号算法在求解网络最大流问题时 

需经过多次的调整与标号，从而大大提高了求解最大流执行的效率。该算法通过实例给出了具体算法步骤并且表明了算 

法的实用性。 
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Labeling Algorithm to Solve M aximum Network Flow Problem 

ZHAO Li-feng，BAI Rui，SONG Chang-cheng 

(School of Science，Nanjing University of Posts and Telecommunications，Nanjing 210003，China) 

Abstract：It provides a new way-labeling algorithm to solve network flow．Every veRex is labe led and vertex has the same number in arc 

as grades．Choosetliewaythathas a grade．Afterevery waythat has only agrade。choo se thewaythathas bigger arc capacity and shorter 

path．The algorithm is easy to understand and avoids the shortcomings of several labeling and adjusting process through impmving Ford- 

Fulkerson labeling algorithm．The algorithm improves effi ciency to solve the maximum network flow．The algorithm gives specific steps 

and manifests the practices ofthe algorithm thmugh example． 
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O 引 言 

在现实生活中，存在着大量的“流”的问题，计算 

机技术和网络技术的迅速发展使得网络最大流问题在 

通信、物理、电力等科学领域都得到了广泛的应用。自 

最大流问题被提出近五十年来，许多学者对其进行了 

大量深入的研究，并提出了一系列求解最大流的算 

法 。 

最大流主要有两类算法：一类是在剩余网络的基 

础上寻找增广链进行增广的算法，如 Ford-Fulkerson 

标号算法以及由Dinic(1970)，Edmonds-Karp(1972) 

提出的最短增广链算法；另一类是基于 Karzanov 

(1974)提出的分层网络阻塞流算法，以及在Karzanov 

的基础上由 Goldberg和 Tarjan(1986)改进的推进一重 

标号算法等 。̈。。尽管这些算法有很广泛的应用，但是 

也有自己的缺点，Ford—Fulkerson算法思路主要有两 

个过程：一是标号过程，二是增流过程。标号过程用来 
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寻找可增路，这个过程需要对每个顶点检查一次，即可 

找到一条可增路⋯。但是如果增广链选取的不恰当， 

则 Ford-Fulkerson算法的计算量会变得很大，因此，增 

广链选取的任意性造成了Ford—Fulkerson算法不是好 

的算法。为了改进算法，减少其计算量，应该优化增广 

链的选取方法，排除选取增广链的任意性，在此基础 

上 由Dinic(1970)，Edmonds和 Karp(1972)独立地 

提出了改进 F0rd—Fulkerson算法的思想：每次都沿最 

短增广链进行增广 。但是计算时要在剩余网络的 

基础上进行计算，步骤较为繁琐。 

近年来，很多学者在基础算法的基础上对最大流 

算法进行改进，如：通过引入极大一致链的概念提出了 
一 种求解网络最大流问题的消链算法，该算法主要目 

的是为了寻找网络中的极大一致链，逐步进行调整所 

得到的极大一致链对网络，从而可以避免了标号算法 

的标号过程” ；还有对 Ford—Fulkerson算法标号法也 

可以进行改进，使得通过一次标号便可找到全部增广 

链，并同时增流即得最大流” 。 

文中通过对 Ford—Fulkerson算法的改进，提出了 
一 种新的求解网络最大流问题的方法，对每个顶点进 

行标号，顶点有几个入弧，即有几个标号，每次在选择 
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路径时先选取只有一个标号的路径，当所有单标号的 

路径走完时，再按照弧容量较大，且最短的路径选择增 

广链 。 

l 问题的分析 

1．1 基本概念 

定义 1有向网络N=( ，A，C)，顶点集用 表示， 

有向边集用A表示，弧上的容量用 c表示。 

定义 2网络最大流问题。 

网络最大流问题应该满足以下条件： 

(1)在网络中，只有一个始(起)点 和一个终点 

，如果同时存在几个始点或者几个终点，通过增加虚 

拟节点使得网络只有一个起点和一个终点； 

(2)网络是流有方向的容量网络； 

(3)在网络中每条弧都有一个权，它表示允许网 

络可以流过的最大值。若以c 表示由 到 的弧上 

可以流过的最大量，以 表示弧上实际流过的流量， 

则存在0≤ ≤cfj； 

(4)网络中，除了起点和终点，对于其他的顶点， 

流入量的总和应该等于流出量的总和。 

定义3最大容量弧。 

设 Ⅳ中任一点 ，N ( )为 的出弧集合，其中 

， 
)为 。的一条容量最大的出弧，记为最大容量 

弧。 

定义 4最大容量链。 

由最大容量弧构成的由发点至收点的弧。 

定义5单标号增广链。 

从 出发，寻找它的出弧 ( ， )，且 只有一个 

标号，寻找 c( ， )最大的 ( ， )，继续寻找 的出 

邻点，且只有一个标号，直到 。 

1．2 基本定理 

设，是容量网络 D中可行流，则，是 D的最大流 

当且仅当D中不存在，增广链 。 

2 新算法思想及步骤 

2．1 算法思想 

在每个网络中，一个顶点可能有不止一个入弧，在 

Ford—Fulkerson算法中，每个顶点只有一个标号，文中 

对Ford—Fulkerson算法进行改进，顶点有几条入弧，即 

有几个标号，对每个顶点标号为( ， )。在选取路 

径时，先选取只有一个顶点的标号进行增广，当所有单 

标号的路径走完时，再按照弧容量较大，且最短的路径 

选择增广链。 

2．2 算法步骤 

Stepl标号。 

(1)对每个顶点进行标号，对始点 标号为 

(0，∞)，为已标号顶点，并把所有点标为未检查； 

(2)如果所有已标号顶点都已检查，转(3)；否则 

任取一个已标号未检查顶点，检查所有与其关联的弧， 

对 的所有出邻点标号为( ，6 )，6 =c ；对 的 

所有出邻点 标号完毕后，找到 的所有出弧，并对其 

顶点进行标号为( ，6 )， 

f，。 

；当p一)r枷  D { ：当 伺勺 
； 当 有两条以上的入弧’’ 一 。‘ 

关联的弧都已检查完毕后，令 为已检查，转(3)； 

(3)如果终点 得到标号，则标号结束。 

Step2寻找增广链。 

从 出发，先寻找单标号增广链，如果没有单标号 

增广链则寻找最大容量链，则已经找到．厂的一条增广 

链 ，转 Step3； 

Step3修改标号。 

在找到的增广链中，6=min6 将增广链中每个 

顶点的标号改为西 =岛一 ；当 =o时，则弧( ， 

vj)标记为ll，此时，代表不存在从 到 的有向路径， 

转 Step4； 

Step4当不再存在从 到 的增广链时，结束，此 

时，最大流为 =∑ 。 

3 数学模型 

有一家石油公司，该公司有一个运输管道网络，利 

用此管道网络可以把石油从开采地运送到一些销售 

地。 

若将此运输系统看作是一个始点为 ，终点为 

的有向网络N=( ，A，C)，这里每条弧( t， )表示从 

到 的运输线，弧上数字表示该管道可以通过的容 

量。如果想要得到最大石油运输量，就需要增加每条 

运输管道的石油运输量，于是，此问题可以归结为在有 

向网络Ⅳ中求一个最大的( ， )流。 

4 举 例 

求如图1所示的容量网络中 到 的网络最大 

流。 

图 1 容量网络 
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解 ： 

(1)如图2，对图1中每个顶点标号。 

(2)找到第一条增广链为 一 一 一 ，修改增 

广链(黑线表示)中定点的标号，并标记 ll，其中6，= 

min8 ：19，8，3}=3且将增广链中每个顶点的标号改 ‘0 

为 =8 一 ，如图3所示。 

(v1，7) 

(0 

(0 

图2 对图 1编号 

(V1，7) 

(V5。5) 
(v4．10) 

(ve，3) 

(V5，5) 

(v4，10) 

(V6，0) 

图3 第一条增广链 

(3)在图3的基础上，找到第二条增广链为 一 

一  一  一  

，其中 =rain8 ={6，5，8，5}：5，并且将 

增广链中每个顶点的标号改为 =8 一 ，如图4所 

示。 

(0 

(vs，0) 

(v4，10) 

(V6．0) 

图4 第二条增广链 

(4)此时所有单标号增广链已经全部找到，从 

出发找最大容量链为 一 3一 2一 一 ，83=mi 

= {1，3，4，10}：1，同理可以找到最大容量链 一口，一 
一  

，84=mi ={7，4，9}-4，最后找到最大容量链 

一  2一 一口 ， =min6 ={5，3，5}=3，女口图5所示。 

此时，不再存在从 到 的增广链时，结束。 

(5)由图5可知，最大流为厂眦：∑ =3+5+1+4 
+3=16 

(v1。7) 

图5 第三条增广链 

(v5．0) 
(v4。2) 

(v6。0) 

5 结束语 

文中在Ford-Fulkerson标号算法的基础上，寻找 

到一个新的标号算法，此方法可以避免因选择增广链 

的不同而造成结果不同，不会进行重复计算，又不易漏 

掉增广链，通过标号，可以判断哪条路径不能构成增广 

链，从而可避免选择增广链时的重复性。 
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