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摘 要：在计算机技术以及密码学高速发展的阶段，提升生成大素数的效率，构建素数库已成为行业趋向。为了探索素数 

确定性算法的效率和稳定性，提出用算法执行时间和时间曲线斜率的分析方法。通过改进素数确定性算法，计算 l0个 

n(n 10 ) 以内所有的素数，各类算法所需的执行时间，得出算法执行时间曲线来判断算法的效率和稳定性。在结果 

中，算法执行时间越短算法的效率越高，时间曲线切点斜率越小算法的稳定性越高，得出筛法的执行效率和稳定性远高于 

试除法、6k±1法优于奇偶过滤法。 
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Prime Number Determinacy Algorithm Analysis 

LI Biao，ZUO Li-ming，XIE Huan 

(School ofBasic Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China) 

Abstract：With rapid development of computer technology and cryptology，improving the effi ciency of generating of large prime number 

and constructing the prime number library have become the trend of computer industry．To explore the effi ciency and stability of the algo— 

rithm，propose the algorithm execution time method an d slope analysis of time curve method．With the improved prime number determi— 

nacy algorithm，calcd~ethetimeit needsto obtainallthe prime numberswithinn(n 10 ) and doittentimes，in orderto gettheal- 

gorithm execution time and time curve t0 prove the efficiency and stability ofthe algorithm．The results prove that effi ciency is higher 

while the algorithm execution time shorter，at the same time stability is higher while time calve slope smaller．Th e execution efficiency 

and stability ofthealgorithm ismuch beaerthan trial division，and6k ±1 methodis superiorto parityil1．ring． 
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O 引 言 

对 n(n∈N )的素性探测，是一个数学与密码学 

交叉的热点研究领域。素数是指除了能被 1和它本身 

整除而不能被其他任何数整除的数⋯。目前，素数确 

定性算法主要分为递归试除法、素数筛法、Miller检验 

和 AKS算法。在给定 n(n∈N )的情况下，通过递 

归试除法计算可得区间 【2．n】中的所有素数 ，但算 

法的效率较低。文献[3]提出任意素数(除2和3)均 

可表示为6k±1(|j}∈N )的理论，利用此结果可降低 

算法 的遍 历 次 数，提 高 运 行 效 率。把 不 超 过 

n(n E N )的一切正整数按大小关系排成一串，将不 

超过√n素数的倍数划去，所剩下的数就是n以内所有 
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的素数 。上述素数筛法虽然运行的效率较高，但 

对于任意的 (．j}<n． ∈N ．k％6：0)会重复筛选， 

影响算法的执行效率。Miller检验 和 AKS算 

法 主要用于对数字的素性探测，不便于寻求 n以 

内所有素数。为了提高算法运行效率，通过改进算法、 

计算算法执行时间和描绘时间曲线来探测算法效率和 

稳定性的优越程度。 

1 素数的确定性算法 

1．1 递归试除法 

递归试除法是判别一个整数是否为素数的常用方 

法。假定任意给定一个自然数 ，用 y从2开始来试 

除它，如果能整除，则这个整数不是素数，否则，用下一 

个y值来试除，直到y大于√ 为止。利用算术基本 

定理：任一大于1的整数能表成质数的乘积，即任一大 

于 1的整数 

0=P1P2⋯P ，P1 2 ⋯ (1) 

其中P ，P ，⋯，P 是质数 。 
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推论 1 假设小于整数 n最大的素数为P ，则 It 

必然存在一个质因子q<√p +1。 

(1)任意 自然数 n能分解成 k ×k ×⋯ × 

( f(，∈N )是小于n的素数)，另设Max Prime为区 

间(2．n)中已存在的最大素数，则必存在一个因子 

( ∈N )在区间(1，~／—Max P—rime+1)中。故 n模2 

和区间(1
． ~／—Max P—rime+1)所有的奇数(除2外所有 

的偶数都是合数)的所有结果都不是0，则 n为素数。 

算法(递归算法一)描述如下： 

步 1输出素数2，3，5 

步2 for i=7 to MaxNumber 

步 2．1 forj=3 to SqrtMaxNumber 

步2．1．1若 i％j=0，跳转至步2．3 

步 2．1．2 j=j+2 

步2．2 SqrtMaxNumber= +1，输出i为素数 

步2．3 i=i+2 

在上述算法中，除2外所有的偶数都是合数，所以 

将自然数简单划为奇数和偶数两大类，以降低代码的 

循环次数。但奇数中仍然存在着大量的合数，最好再 

次降低遍历的次数，以加快代码的执行效率。自然数 

可表示为：6k+i(k∈N，i=0，1，2，3，4，5)。显然，当 

k≥0时，6后，6 +2，6k+3，6矗+4都是合数，只有形如 

6 +1和6 +5的自然数存在素数的可能。 

推论2 除 2和 3之外，素数均可表示成 6k± 

1( E m 的形式 。 

定理 1 若 6k±1是合数，则存在 6k±1= 

(6kl±1)(6k2±1)⋯(6k ±1)，其中6k ±1均为素 

数并且6kl士1≤6k2±1≤⋯ ≤6k 土1。 

证明：由于(6kl±1)(6k2±1)=36kIk2±6kl± 

6k2±1=6(6klk2±k1±kz)±1=6m土1，故6k±1形 

式的数的因子形式均为6k ±1。任意一个合数可表示 

为多个素因子之积，故定理成立。 

(2)根据上述分析，对上述算法进行改进，提高程 

序的执行效率。算法(递归算法二)描述如下： 

步 1输出素数2，3，5 

步 2定义 bool参数 aDecide=false 

步3 for i=7 to MaxNumber 

步3．1若i％2=0 ll i％3=0 fl i％5=0，跳转至 

步3．4 

步 3．2 forj=7 to SqrtMaxNumber 

步3．2．1若i％j=0 II i％( +4)=0，跳转至步 

3．4 

步3．2．2 =．『+6 

步3．3 SqrtMaxNumber=4i+1，输出i为素数 

步3．4若 aDecide=true，i：i+2；否则，i：i+4 

步 3．5 aDecide：!aDecide 

1．2 素数筛法 

把不超过Ⅳ的一切自然数按大小关系排成一串， 

首先划去1，在2的上面画一个圆圈，然后划去2的其 

他倍数；第一个既未画圈又没有被划去的数是3，将它 

画圈，再划去3的其他倍数；现在既未画圈又没有被划 

去的第一个数是5，将它画圈，并划去5的其他倍数。 

依此类推，一直到所有小于或等于 n的各数都画了圈 

或划去为止。这时，表中画了圈的以及未划去的那些 

数正好就是小于n的素数⋯。这种方法是公元前三世 

纪幼拉脱斯展纳(Eratosthenes)提出的，它就像是用筛 

子从自然数中筛出素数，故称为Eratosthenes筛选法。 

推论3 如果k为素数，则k× ( E N )必为合 

数。 

(1)定义一个bool型数组prime【n+1】。根据6 

±1(k∈N )理论，当i=2或i=3或i=6k+1或i= 

6Ii}+5(k∈N )时，prime[ 】=true；否则 prime【 】= 

false。寻找第一个 prime[ 】=true(i：5 )的素数 

i，i的倍数J(j E【0．n／i])均为合数，则 prime rjJ= 

false。最后所有满足 prime =true(2 )的 i就 

是区间[2．n]的所有素数。算法(素数筛法一)描述 

如下 ： 

步1定义 bool参数 aDecide=true 

步 2定义 int参数 SqrtMaxNumber=~／MaxNumber 

步3 for i=1 to MaxNumber 

步3．1若i≠1&&(i=2 II i=3 I l i％6=1 lI i％6 

：5)，prime[i]：true，否则，prime[i]=false 

步 3．2 i=i+1 

步 4 f0r =5 to SqrtMaxNumber 

步4．1若 prime[i]=true 

步 4．2 for／=i+ to MaxNumber 

步 4．2．1 prime[ ]=false 

步 4．2．2j= +i 

步4．3若 aDecide=true，i：i+2；否则，i=i+4 

步4．4 aDecide：!aDecide 

步 5 for i=2 to MaxNumber 

步5．1若 prime[i]=true，输出素数i 

步5．2 i=i十1 

若用 Eratosthenes筛选法对素数k筛选，去除合数 

k xj(j∈N )。寻求到第一个素数 (i> )时，其 × 

k (k <i且k 为素数)的合数已经被剔除。 

推论4 在Eratosthenes筛选法中对寻求到的第一 

个素数k，在区间(1，k2)没有被划掉的数均为素数。 

(2)在上述算法中 ∈ [2．n1且j％6=0，则 
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prime[jl会被重复遍历。另外，数组赋值时已去除偶 

数，将 内层 循 环 限定 为奇 数。故 当素 数 为 

( ∈[2，√ 】)时，J=i$i+ik(k∈2m,j<n)。算 

法(素数筛法二)描述如下： 

步 1定义 bool参数 aDecide=true 

步2定义jnt参数 SqrtMaxNumber=~／—MaxNu—mber 

步 3 for i=1 to MaxNumber 

步3．1若i≠l&&(i=2 lI i=3 ll i％6=1 ll i％6 

= 5)，prime[ ]：true，否则，prime[i]=false 

步 3．2 i=i+1 

步4 for i=5 to SqrtMaxNumber 

步4．1若 prime[i]=true 

步4．2 forj=i i to MaxNumber 

步4．2．1 prime[ =false 

步4．2．2j= +i+i 

步4．3若 aDecide=true，i=i+2；否则，i=i+4 

步4．4 aDecide=!aDecide 

步 5 for i=2 to MaxNumber 

步5．1若 prime[i]=true，输出素数 i 

步5．2 i=i+1 

1．3 Miller检验 

Miller检验是强烈依赖于广义黎曼猜想[Extended 

Riemann Hypothesis]的算法。猜想[ERH]对于一个素 

数P，第一个模P非剩余小于2(1np) 。Miller检验算 

法检验自然数是否为素数，只需 D(n4lognlogn)步。 

为了描述算法引入一个符号定义 }}：(n一1)，它在算 

法描述过程中将要被用到。 

定义2#2(n一1)=min(k：2 I n一1) 

步 I输出素数 2，3，5 

步2定义bool参数aDecide=false 

步 3 for i=7 to MaxNumber 

步3．1若i=a (k>1)，跳转至步3．4 

步 3．2 forj=2 to n)=2(In／) 

步3．2．1若i％j=0，跳转至步3．2．4 

步3．2．2若a ％／'t≠1，跳转至步 3．2．4 

步 3．2．3 for k=1 to#'(n一1) 

步3．2．3．I若 ((。c ) ％n)一1．n)≠I，跳转 

至步 3．2．4 

步3．2．3．2 k：k+1 

步 3．2．4_『= +1 

步3．3输出素数i 

步 3．4若 aDeeide=true，i=i+2；否则 ，i=i+4 

步 3．5 aDecide=!aDecide 

1．4 AKS算法 

2002年 8月，印度的Manindra Agrawal教授和他 

的两个学生Neeraj Kayal、Nitin Saxena设计了一种被称 

为 AKS的素性测试算法。该算法是素数研究领域的 
一 个重大突破，它能够在不基于任何假设的情况下，通 

过多项式时间表达式内对自然数的素性进行确定性判 

定。AKS算法是一个不需要特殊的椭圆曲线数学及类 

似知识，仅利用了代数数论和有限域中的结论来解决 

问题。尽管思想相对较简单，但是AKS算法将对学术 

界产生广泛的影响，尤其对整数理论和计算复杂性理 

论产生巨大的影响。算法描述如下： 

步 1输出素数2，3，5 

步2定义bool参数aDecide=false 

步 3 fori=7 to MaxNumber 

步3．1若 i=a‘(k>1)，跳转至步3．7 

步3．2找r>0，满足 0，(n)>4log2i 

步3．3任意0<．『≤r，计算 (f， ) 

步3．3．1若 1<(f， )<i，跳转至步3．7 

步3．4若 i≤r，输出素数i，跳转至步3．7 

步3．5 forj=1 to 2~／ ( )log／ 

步3．5．1若 ( +口) 一( “+0)≠0％( 一1， 

)，跳转至步3．7 

步 3．5．2 j：{+1 

步 3．6输出素数 i 

步3．7若 aDecide=true，i=i+2；否则，i=i+4 

步 3．8 aDecide：!aDecide 

2 素数算法分析 

Miller检验和 AKS算法适于对自然数的素性探 

测，并不适于寻求 n(n 10 )内中的所有素数。通 

过实现代码和变化 ／7,值，本节对递归试除法和素数筛 

法四个算法进行数据分析。 

根据表1和图1、图2进行对比分析：递归试除法 

表 1 素数确定性算法所需执行时间 

k×10 算法执行时间／毫秒(rns) 算法类型 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

递归算法一 l500 3968 7031 10578 14531 18750 23328 28187 33312 38656 

递归算法二 984 264O 4625 6937 95oo 12281 15265 18437 21750 25265 

素数筛法一 78 156 242 335 42l 507 593 679 765 859 

素数筛法二 62 l33 195 273 343 413 492 554 640 703 
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图1 素数确定性算法所需执行时间 

方法的结论。但当寻求n(n>10 )内中的 

所有素数，算法仍需改进。 
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