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摘 要：CORDIC算法是实现快速精确的正、余弦函数计算的主要方法，在工程实际中有着广泛应用。在研究正、余弦函数 

运算的CORDIC算法简单状态机实现和高速全流水处理机实现的基础 ，提出了一种单精度浮点数正、余弦函数运算的 

优化实现方案，并在ALTERA公司的FPGA【 实现。结果表明，相比较单精度浮点数正、余弦函数运算的CORDIC算法简 

单状态机实现，该实现方案不仪计算速度快，而且硬件资源消耗增加少，达到了单精度浮点数正、余弦函数运算硬件实现 

上速度与资源占用的平衡。 
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Abstract：CORDIC(Coordinate Rotation Digital Computer J algorithm is the main method to realize the fast and accurate trigonometric 

function，and is widely used in modem engineering．Based on the study of simple state machine realization and fast pipe-line realization 

of CORDIC algorithm ，propose a new floating—point algorithm’S optimized realization，and implement it on ALTERA’S FPGA．The 

result indicates that the optimized realization calculates faster than the simple state machine realization of CORDIC algorithm，while use 

less resources．This realization realizes the balance between the resource consumption and speed． 
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0 引 言 

随着计算机技术和大规模集成电路技术的不断发 

展，FPGA的集成度越来越高，同时成本也在不断下 

降 。这些趋势使得 FPGA在工程实际中的应用越 

来越广泛。正、余弦函数运算是实际工程应用中经常 

用到的运算，特别是在捷联导航系统中的应用更加频 

繁。 

利用查表或多项式展开计算正、余弦函数不适合 

硬件实现 ，而且计算速度 和精度很难达 到要求 。 

CORDIC算法的提出为快速、精确的三角函数运算提 

供了一种高效的硬件实现方案，一经提出便引起了广 

泛关注，并在实际工程应用中得到了广泛的应用。而 
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且其算法实现也在不断地改进。但是，CORDIC算法 

实现的改进主要集中在算法结构上，关于其实现结构 

的改进很少，目前，CORDIC算法实现结构主要有两 

种，即简单状态机实现和高速全流水处理机实现两种 

实现方案。这两种实现方案都有自己的优缺点。文中 

在研究上述两种实现结构的基础上提出了一种改进的 

CORDIC算法实现方案，该实现方案兼顾计算速度和 

硬件消耗，可以高效地实现单精度浮点数的正、余弦函 

数运算 

1 CORDIC算法原理 

CORDIC(Coordinate Rotation Digital Computer)是 

坐标旋转数字计算机的简称。其基本思想是用一系列 

与运算基数相关的角度不断旋转，逼近所需旋转角度， 

从广义上讲它是一种数值逼近的方法，由于这些固定 

的角度与计算基数相关，所以计算过程只涉及移位和 

加减运算。算法最初是由 J．E．Voider在 1959年提出 

的。目的是解决用数字计算机取代 B58轰炸机上使 
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用的模拟计算机时，所面临的导航位置实时解算问 

题 。该算法只需使用简单的移位和加减运算就可 

以完成乘法、开方、查三角函数表以及反三角函数等复 

杂运算 。因此非常适合硬件实现。而后，John 

Walther于 1971年又对 CORDIC算法做了改进 ，提 

出了统一的改进型 CORDIC算 法，改进后的 CORDIC 

算法可以在六种不同的模式下工作 除了可以完成三 

角函数、反三角函数和求向量的模运算，还可以完成乘 

法、除法、超越函数等运算 。文中利用 CORDIC算 

法实现正、余弦函数运算。其算法原理  ̈如下。 

向量 ( ，Y )旋转 0角，得到一个新向量( ，，Yj)， 

如图 1所示。 

图 1 向量旋转 坐标 图 

那么有 

， =Xicos0一Yisin0 (1) 

yj 。sin0+Y cos0 ‘ 

写成矩阵形式就是 

cos 

一

t

。
an0 ] 

(2) 

设角度 0是由n+1个角度 0 线性叠加而成的，即 

0=∑dkO +占，其中d 表示旋转的方向，当顺时针旋 

转时，d =+1，当逆时针旋转时，d =一1，为了便于算 

法的硬件实现，将每次的旋转角度 Ok加以限制，使得 

0k=arctan2～，这样式(2)变为： 

[ 】= (‘[d 一 一 2一 ]⋯[ 一。 ·d o2-。】[ ：】 
(3) 

其中 =c。s0n"""COS0，-c0sOo=n(1／ 了 ) 

可以通过预先对向量 ( ，Y )乘以 K的倒数来消 

除增益K的影响。这样对于 FPGA来说式(3)中的所 

有运算都可以由简单的移位和加、减运算单元实现。 

从式(3)可以看出，不考虑预调整增益K，则每一 

次旋转可以表示为 ： 

㈩  

在圆周旋转模式下，CORDIC旋转器对输入向量 

按照一定的角度进行旋转，使其与目标角度的残差趋 

向于0，式(6)的最终迭代结果为式(7)。 

1 。$Z0一Yosi11201 l
im一 Y I=K l yoCOSZo+ osinzo I (7) j 

0 J 
若令初始值 。=1／K，Y。=0，z。=0，则迭代终值 

和Y 分别是所需角度0的余弦值和正弦值。 

从上述推导过程可得，传统 CORDIC算法角度覆 

盖范围为[一∑aretan2一，+∑arctan2 ]，即0∈ 

[一99．88“，99．88。]角度范围内的正、余弦值。然而一 

般计算要求 CORDIC算法的角度计算范围覆盖 [一7r， 

7r]，因此需要对迭代进行修正，扩充角度覆盖范围。 

这可以通过增加两次k=0的迭代来实现，即迭代序列 

为k：0，0，0，1，2，3，⋯，n一1。此时，角度计算范围为 

『0I-<Z arctan2 +詈 (8) 

从式(8)可以看 出，只要迭代次数不低于 6次 ， 

CORDIC算法的角度计算范围就可以覆盖 [一仃，仃]， 

符合一般计算要求。 

2 CORDIC算法的 FPGA实现 

在数值格式上，CORDIC算法的迭代运算可以使 

用两种数值格式，即定点数格式和浮点数格式。由于 

使用 CORDIC算法计算正、余弦函数时， I<2， 

1’， 1<2，1 Z}< ，而且，相比较浮点数计算，定点数n 4 

计算可以用较少的资源获得较快的运算速度，因此 ，文 

中使用定点数格式进行迭代运算。同时，考虑到 

CORDIC算法迭代计算过程中要使用动态的加、减运 

算，因此，定点数格式选用二进制补码格式。为了满足 

单精度浮点数运算的精度要求， 和Y 取31位定点 

数，其中符号 1位，整数 1位，尾数29位。 取3l位定 

点数，其中符号 1位，整数2位，尾数28位。迭代次数 

为28次。 

在实现方式上，CORDIC算法的实现方式主要有 
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两种，即简单状态机实现和高速全流水处理机实现。 

简单状态机实现方式灵活，只需通过修改数字的位宽 

和迭代次数，就可以控制正、余弦函数运算的精度和速 

度，而且消耗的硬件资源少。但是，CORDIC算法在一 

次运算中必须多次迭代，而每次迭代必须在前一次迭 

代完成后进行 ，因此计算精度要求高时计算速度较 

慢。高速全流水处理机实现方式可以获得很高的数据 

吞吐率，但是由于该实现方式在资源复杂性方面随着 

数字位宽的增加而呈平方的增加 ，因此主要适用于 

计算精度要求不高，或计算速度要求很高的场合。 

综合上述两种实现方式的优缺点，文中将单精度 

浮点数正、余弦函数运算的28次迭代运算拆分为7步 

实现。第1步完成单精度浮点数到二进制补码数转换 

及4次基本 CORDIC迭代运算。最后一步完成4次基 

本CORDIC迭代运算及二进制补码数到单精度浮点数 

转换。其余各步分别完成4次基本 CORDIC迭代运 

算。系统结构如图2所示。 

浮 点 数 转 换 为 SM 

(有 符 号 数 值 ) 

CORDIc迭 代  

牲 单 亡0 

CORDIc迅 f℃ 

基 单 冗 l 

c0RDIc迭 千 
基 单 元 2 

CORDIC．I~代  

幕 l 己3 

cORD』c迭 代  

荜  ．歹e4 

c0RDIc迭 干弋 

单 元 5 

浮 点 数 转 换 为 SM 

(有 符 号 数 值 ) 

图2 CORDIC算法实现结构框图 

其中CORDIC迭代基单元结构框图如图3所示。 

图3 CORDIC迭代基单元结构框 图 

采用上述方式实现 CORDIC迭代算法时，只需要 
一 步计算完成后就可以进行下一次正、余弦计算。不 

需要等待所有的迭代过程完成后再进行下一次计算。 

冈此 ，相比较 CORDIC算法的纯状态机实现方式，该实 

现方式计算速度可以提高约6倍。在用 VHDL语言完 

成设 ‘输入后 ，使用 Ahera公司的集成开发环境 Quar- 

tus II 8．0进行编译。在 目标 片为 EP3C16F25617，工 

作频率设置为 125MHz时，占用2403个逻辑单元，编 

译后实际达到的最高时钟频率为 133MHz。 

3 CORDIC算法优化实现的误差分析仿真 

3．1 CoRDIC算法优化实现的误差分析 

由于文中使用定点数实现正、余弦函数 CORDIC 

迭代运算，因此，主要分析定点数实现正、余弦函数 

CORDIC迭代运算的误差来源及其大小。误差来源主 

要包括由于角度逼近引起的角度近似误差和由于使用 

有限位定点数迭代计算引起的量化误差  ̈ 。为了 

方便后面的分析计算 ，定义 

V(i)=tx(i) y(i)1‘ (9) 

r l —d 一 ( 1
,2 

P (i)=I ，、 ‘ I (10) Ld 2”” l j 

i—l 

M(i)=II—P ( ) (11) 

3．1．1 角度近似误差 

对于文中正、余弦函数的CORDIC迭代运算，任何 

满足0∈[一宵，+仃]的角度0，均由28个特定角度0 

的线性组合来逼近，即0表示为： 
25 

0=2 +∑dkOk+ (12) 

其中 为角度近似误差，它是由角度近似引起的。 

假设 (rt)是理想值，即近似误差 为0时的计算 

值。V(n)为实际迭代值，角度近似误差为 。则有： 

(n)：E． ( )：『 。?占 ins1 ( )(13) L
— sin cosgJ 

因此 

(n)一V(n)=(E一，)V(n) 

其中，为2×2的单位矩阵。 

由于 C “的矩阵 F范数与 c 

容 ，故 

(14) 

E向量的2范数相 

lI (n)一V(n)II：／ ll V(n)I1 II E一，ll 

(15) 

其中 

II E 一 ，lI 2 = 【(C0S8—1) +sin 8】‘／2 = 

l 2sin( ／2)I-<0 (16) 

故由角度近似误差s引起的相对误差 

lI (n)一V(n)II ／II V(n)ll -<0 一．=2一 

(17) 

3．1．2 量化误 差 

由于文中采用有限位定点数进行迭代计算，因此 

迭代计算过程中会由于量化效应而引入误差，称之为 

一 “ 一 一 ∞ 一 一 一 ～：； ～ 一 ～ 一 吼 一 ～ 
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量化误差。 

定义Q【．1为量化运算符，即 

Q【Vfi)1=V(i)+e(i) (18) 

其中e( )=【e (i) (i)】 

经过n次迭代运算后，由计算过程中的量化效应 

引起的误差 
n一1 “一1 

Qt (n)1一 (n)=e(n)+∑(1-IP ( )e(_『)) 
J一 ‘ J 

(19) 

由于CORDIC算法的优化实现方式使用的定点数 

和Y， 有29位小数位，因此 

I e( )l≤ ( )+e：( )】 ≤21~or (20) 

其中 or=2 

由式(19)和式(20)得，由计算过程中的量化效应 

引起的误差 ‘ 

lI Q【V(n)】一V(n)Il，≤2 (1+B )or (21) 

其中 
n—l n—l 

= ∑兀 ll P (训I：=123．7219 (22) 

综合式(21)和式(22)得，由计算过程中的量化效 

应引起的误差 

il Q【V(n)】一V(n)ll，≤3．2854e一007 (23) 

3．2 CORDIC算法优化实现的仿真 

上述分析计算只是从数学的角度对CORDIC算法 

优化实现方式的误差源和误差的大小进行 了初步评 

估。 

为了评估 CORDIC算法优化实现方式实际运算时 

的精度指标，还必须进行实际计算来对其实现精度进 

行评估。为了增加评估的可靠性，在 [一仃，仃]之间等 

间隔地取 129个数据样本进行仿真计算。仿真实现步 

骤如下： 

1)使用C语言产生 [一仃，7r]之间等间隔的 129 

个点，并将其以l6进制格式保存到数据文件 radix— 

generate．dat中； 

2)使用 Modsim读取 radix—generate．dat中的测试 

激励，将其施加到待测模块中，并将仿真结果及测试激 

励一起保存到数据文件result．dat中； 

3)使用 C语言读取 result．dat中的测试激励和仿 

真结果，计算测试激励对应的真实值，并与仿真结果比 

较，将误差及测试激励一起保存至数据文件 bias．dat 

中； 

4)使用Matlab对bias．dat中保存的误差进行统计 

分析，并将测试激励及其对应的误差可视化。 

仿真得到的129个样本的正弦计算误差曲线如图 

4所示。 

∞  
∞  

∞ 

Radix／rad 

图4 正弦计算误差曲线 

余弦计算误差曲线如图5所示。 
x 1O 7 

Radix／rad 

图5 余弦计算误差曲线 

从上述大量样本的仿真计算结果可以看出正、余 

弦函数运算的CORDIC算法优化实现，误差均不超过 

2。 ’，达到了单精度浮点数正、余弦函数计算要求。 

4 结束语 

文中提出了一种改进的单精度浮点数正、余弦函 

数运算的FPGA实现方案，该实现方案结构简单，硬件 

实现较易。并在 Ahera公司的 Cyclone III系列芯片 

EP3C16F25617进行仿真验证，从仿真结果来看，该实 

现方案可以用较少的资源实现快速、高精度的正、余弦 

函数运算。它可以应用于导航位置解算、数字音频处 

理以及其它需要单精度浮点数正、余弦函数计算的工 

程应用，具有很强的实用价值。 
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征，也可以通过交叉和变异得到具有创新性的结果，为 

产品的外形创新设计提供了新的方法。但是该方法主 

图3 花瓶的初始种群 

图5 花瓶的变异操作 
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