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摘 要：由于分数阶微分系统具有记忆功能，在其求解过程中计算量较大。文中的目的是针对分数阶 Grunwald—Letnikov 

(GL)定义，研究并寻求一种求解分数阶微分方程的有效数值算法。首先由分数阶 GL定义得出分数阶的数值计算公式， 

进而从理论上分析了算法中分数阶项计算系数的特点，结合计算机数值仿真的结果，得出了远离当前时间的无穷小项一 

般不可忽略的结论，并设计了一种合理有效的计算方法。计算机数值仿真的结果表明，所设计的求解分数阶微分方程的 

算法精度高，通用性好，且易于编程实现。 
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Numerical Algorithm for Solving Fractional Order Differential Systems 
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Abstract：The calculation work of solving a fractional order diffemnti~ system is huge since it relating tO history．In this brief，for the 

fractional order dinfinition of Gmnwald—Lemikov(GL)，all effective numerical algorithm for solving fractional order differential systems 

is investigated．Firstly，the numerical calculation formula of fractional order dinfinition of GL is designed．Secondly，the coefficients of 

the fractional order term are analyzed theorically，combining with the computer simulation，conclude that the infinitesimal which long a- 

way from current can not be omitted．A reasonable effective algorithm is designed wel1．The results of computer simulation show that the 

proposed algorittvn is a high precision，general one，and it is easy tO be programmed ． 
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O 引 言 

分数阶微积分建立至今已经有300多年的历史。 

近年来分数阶微积分学理论在很多领域都开始得到广 

泛的应用，如各种材料的记忆、力学和电特性描述、岩 

石的流变性质描述、地震分析、粘弹性阻尼器、电力分 

形网络、分数阶正弦振荡器、机器人、电子电路、电解化 

学、分数电容理论、电极一电解质接 口描述 、分数 阶 

PID控制器设计 、粘弹性系统和柔软构造物体的振动 

控制、数字图像处理等等 。但由于早期计算机水 

平相对落后，很难将分数阶微积分离散化数字实现。 

随着现代计算机硬件、软件以及计算智能的迅速发展， 

分数阶系统数值解算法得到广泛的研究 ⋯，文献 

[7]用分数阶的 RadaullA方法和分数阶的一般 Runge 

— Kutta方法构造了求解非线性分数阶微分方程的高阶 

近似格式，并证明了这两类方法的相容性和收敛性；文 

献[8]对数值求解分数阶常微分方程预估校正法进行 

了研究，并数值模拟了分数阶微分系统的动力学行为。 

在偏分数阶微分方程数值求解方面，也取得了一些成 

果 ” 。在文献[14]中，提出了一种求解非线性分数 

阶微分方程的迭代算法，在文献[15]中，将该迭代算 

法与频域解法进行了比较 ，并研究了非线性分数阶微 

分系统的混沌现象。由于分数阶微分系统具有记忆功 

能，在其求解过程中，计算量较大，因而研究快速求解 

方法具有重要而实际的意义，文中将对文献[14]的算 

法设计合理有效的计算方法。 
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嘉 dr ㈩ 
由分部积分计算，可得： 

D =
k
窆
=0 祭1 Y + ＼u⋯ ， 

J ( — ) ”(r)d 
(n< <n+1) (2) 

Caputo的分数阶微分定义： 

。。：， )= 二 d ，n一1<”< 

17,，n∈N (3) 

在此研究的是 Grunwald—Letnikov(GL)定义 ，它 

由函数高阶导数定义的推广而得到： 

[宰] 

D =1 i
．+。mb (-1) ) 卜jh) (4) 

其中，( )= 。 
引人 Gamma函数 ，得 ： 

(_1) ⋯  

于是 ，有： 

扣 ) (5) 
对于很多物理或实际工程应用 中的 函数 而言， 

Grunwald—Lemikov定义与 Riemann—Liouville定义这 

两种定义是相互等同的。 

设 t =mh =，(t )，(m=1，2，3⋯ ．)，由极限 

的定义，则有 

。nTf(tm) h ∑ 。 (6) 

其中： )_(一1)i )，( =0'l'2⋯．)。 

利用(6)式，就可将分数阶微分离散化，从而数值 

求解分数阶微分方程，如对以下方程组离散化 ： 

rF(t)y (￡)+G(t)0D Y(f)+Y(t)=一1 

{ (0<f<1) (7) 
【_y(0)：0 

得( 一ym_1)F h 十Gmh ∑ ’ _，+Y 

= 一 1 (8) 

由此可得 ： 

Y =[F⋯Y 

G +h] 

一 G ∑ ’y叫一h]／[F + 
=t 

这是一个显式求解公式。 

代方法求解 ’。 。 

从式(9)可以看到，式中Gm ∑ ’Y 项要从 

初值计算到当前的前一个值之后再求和，并且每一步 

都需要重新计算，计算量大，随时间 逐渐增大，计算 

速度随之减慢。 

2 算法设计 

首先对 =(一1)，f 1，(J．=0，l，2⋯．)的特 、1， 

性进行讨论。 

设0< <1，将(一1) ( )改写成 

(_1) )-(_ 业 
= c × ×宁 一· 

由于0< <1，对于任意整数l>1，有 

l一2<(1—1)一OL<1—1 

对于任意．『 l，有 

0 < < < 1 

故㈠) )_(_ 
_+0(j—}+OO、 

即当 充分大时， =(一1)if 1的值很小，即 、1， 
随着时间的增大，靠近当前时问的项贡献较大，而远离 

当前时间的项贡献很小。表 1是当 = 2时 ， =  

(一1) (；)的一些值。 

表1 当a= 时， =(一 ) ( )的值 

由表 I可见，当_『>2000时，i l<10～。如果 

采用步长 h：0．0001进行计算，影响的计算精度数量 

级为 lO～。 

当 >1时，利用(2)式，将 DTV( )化为如下格 

式 ： 
n 

+ 

对于隐式格式，町 一FI_=—Ot÷—n 1 ( 一 ) y +】 ( r)d7- (1。) 对于隐式格式，町用迭 (一 + +)J ⋯ 、 
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其中，n< <n+1，则有0<d—n<1。一般 

情况下 ，O／不是很大，因而 n也不是很大，所以公式 

(1。)中第一项窆
k=0 

的计算量是较 

小的，而第二项则利用上述讨论的方法进行计算。 

虽然远离当前的项的系数极小，因而单项贡献极 

小，但其积 累的影响却不可忽视 (见第 3节仿真实 

验)，对分数 阶计算项进行合理设计，可加快计算速 

度。由 

㈠) )-(_ 
： (一 ) 一 ． 

= (一t)卜 (O
．

／

一  )× 

可知，在计算分数阶项时，对(一1)if 1依次递推计 
算，并存为数组，在计算时调用，能节省一定的时I；q。 

3 仿真实验 

对于分 数 阶微 分 系统方 程 (7)，当取 F(t)= 

，(f)∥( )，G( )=A／／( )，且 f)=1一 ，A： 时， 
√7『 

方程(7)变为： 

一 2(1—4／)西 (t)一2A 。D ∽’Y(t)+Y(t)=一1 

(11) 

其解析解为y(t)= 。 

采用(9)对(11)求解，取h=0．0001时，其计算精 

度为 10 级别 。表2为采用截短算法设计在双核 

intel 198400，主频2．26G，内存2M的计算机上运行的计 

算时间开销及最大计算误差结果，图 1为截短算法设 

计以h=0．00001、取和项后 10000项计算的逼近效果。 

从图 1可见，尽管单项贡献极小，且取到 10000项，误 

差较大，逼近效果不好。 

表 2 截短算法运行效果 

表3 快速算法设计运行效果 

表 3为采用第 2节设计的快速算法设计计算的效 

果，图2为直接计算或快速算法设计取 h=0．0001的 

计算逼近效果。由表 3及图2可见，逼近效果很好，采 

用快速算法设计可节省计算量。 

(a)系统解 

t(s) 

(b)逼近绝对误差 

图 1 截短算法设计 h=0．00001， 

格式(9)计算的逼近效果 

(a)系统解 

t(s) 

(b)逼近绝对误差 

图2 直接计算或快速算法设计 h=0．0001， 

格式(9)计算的逼近效果 



第 1期 覃适智等 ：求解分数阶微分系统的一种数值算法 ·1 l 1· 

4 结束语 

由于分数阶微分系统具有记忆功能，求解过程计 

算量较大。文中对原有的求解非线性分数阶微分方程 

的算法进行研究，对算法系数的特性进行了分析，指出 

了虽然远离当前的项的系数极小，但其积累的影响却 

不可忽视，为此设计了一种合理有效求解非线性分数 

阶微分方程的算法，通用性好，易于编程实现。 
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