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基于一个网络图最大流算法的改进 

赵礼峰，陈 华，宋常城，白 睿 
(南京邮电大学 理学院，江苏 南京 210003) 

摘 要：现有的求解网络最大流算法，存在由于增广链选取的顺序不当而无法得到理想的最大流，且在计算过程中每步都 

需要画一个网络图等问题。针对上述问题展开讨论 ，并对一些最大流算法进行改进。利用分层网络及容差 的概念 ，在选 

择增广链的时候优先选择路径最短且容差较大的路径，并将已饱和的弧画上终止符。最后通过具体的算例验证了改进算 

法可以简单快速地找到增广链，且避免了标号过程，只需要在一个图上即可完成。整个运算过程，直观性强，计算方便。 

改进的算法较其他的算法具有高效性和实用性的优势。 
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Improvement of an Algorithm Solving M aximum Flow Based 

on a Network Diagram 
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(College of Mathematics and Physics，Nanjing University of Posts and Telecommunications，Nanjing 210003，China) 

Abstract：Because ofimpm~r selectionorderof augmented path，the existing algorithm for solvingthemaximum networksflow，cannot 

obtain the ideal maximum flow．and each step in the calculation of the process needs to draw a newmrk diagram．Discuss these questions， 

and do some improvement of the existing algoritbans．The impmved algorithm makes use of layered network and the concept of tolerance。 

gives priority to the shortest path and greater tolerance when choosing augmenting  path，and draws terminators on the arcs have reached 

saturation．Finally，practical exam ples demonstrate that the algorithm  can find the augmented path easily and quickly，an d avoid the label— 

ing process．the entire operation process only needs drawing a diagram to be completed ．It is strong intuitive an d convenient to calculate． 

The improved algorithm  has the advance of efficiency an d practicality comparing  with the existing algoritlwns． 
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0 引 言 

网络最大流问题是指在一定的条件下，要求通过 

网络的物流、能量流、信息流等流量为最大的问题。它 

在工程 计算机原理与通信系统、应用数学以及社会和 

军事等领域有着广泛的应用。 

最大流问题已有五十多年的研究历史，在这五十 

多年中，人们已经建立了关于最大流问题较为完善的 

理论 ，并设计了一系列求解最大流的算法 1 J，还有一 

些关于网络最大流算法的实现。最大流问题已有很多 

算法，其中主流算法可以分为两大类：一类是沿路径推 

进的增广链算法，其中典型的算法有 FOrd—Fulkerson 

算法_l0 J以及 Dinic(1970)，Edmonds--Karp(1972)独立 
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师，研究方向为图沧及其应用。 

地提出的最短增广链算法_1 ；另一类是沿边推进并把 

多余部分返回的预流推进算法，其中典型的算法有 

Karzanov的分层网络阻塞流算法，以及 Goldberg和 

Tarjan(1986)在 Karzanov的基础上改进的推进 一重标 

号算法等[ 。 

但是这些主流算法也存在各自的优缺点，F0rd— 

Fulkerson算法思路清晰，分为标号过程和增广过程， 

通过每次在所有的增广链中随机地找一条增广链进行 

增广，但是正是因为每次选取增广链的任意陛，会使计 

算量变大，为此必须要修正增广链的选取方法，排除任 

意性，因此 Dinic(1970)，Edm onds—Karp(1972)分别提 

出了最短增广链算法，其主要思想是每次都沿着最短 

(即弧数最少的)增广链进行增广，这样排除了增广链 

选取的任意性，但是在计算过程中要先计算剩余网络 

才能进行增广，步骤较为繁琐，增广链算法每次都只能 

增广一条路径，但预流推进算法在路径选择时基于网 

络图的宽度优先搜索策略，关注于每条弧的操作和处 
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理，而不必一次只处理一条增广路，但是当网络规模较 

大时，它的直观性就大大下降，实现难度就明显提高。 

此外，近年来随着计算机科学技术和网络的快速 

发展，关于求解网络最大流问题得到了更深的研究，许 

多学者在主流算法的基础上纷纷提出了许多改进的算 

法，譬如“消链”算法 J是基于Ford—Fulkerson算法在 

求解网络最大流的时候需要经过多次的标号与调整的 

基础上受水流的启发，通过引入极大一致链的概念提 

出的一种求解最大流的算法，它主要通过寻找容量网 

络中的极大一致链 ，并根据所得到的极大一致链对网 

络逐步地进行调整，避免了标号算法的标号过程。另 

外还有因 F0rd—Fulkersorl算法对于增广链的选取过 

于随意，造成算法的不稳定，效率较低，基于这些问题 

受阻塞网络中容差概念的启发，在搜索增广链时加入 

了对顶点容差的判定，优先选取顶点容差为正的顶点 

加入增广链中，从而提出了 “容差修正网络最大流 

2F”算法 J。而“构造式”算法 J是在前向推进最大流 

算法的基础上，应用深度优先搜索原理，摒弃前向推进 

最大流算法的并行控制而着眼于每一支流的增广，逐 

步构造中间过程“构造图”的结构并最终得到网络最大 

流，除此之外还有许多简单可行的算法，另外对于容量 

限制网络国内外也有一些研究【12]，在这里不再一一陈 

述。 

文中主要是针对增广链算法进行讨论，它的主要 

思想是从一个可行流出发，寻找增广链，而后调整增广 

链 ，反复这个过程直到找不到增广链为止。对于不同 

的算法或者算法的改进它们之间的区别大多在于增广 

链的选取，如果选对增广链那么整个计算过程简单准 

确，相反地 ，如果选不对增广链那么有可能造成计算繁 

琐甚至得不到正确的结果。那么可不可以找到一种计 

算起来既简单又有效的算法呢?下面就通过一个具体 

的网络图来分析解决这个问题。 

1 问题的分析 

1．1 基本概念 

容差 ：对于有向赋权网络 N =( ，t，V，A，C)，所 

谓顶点A的容差 是指：所有以A为始点的有向弧的 

容量总和与所有以A为终点的有向弧的容量和之差， 

即： 

： ∑{EC(a)I YJi(n)=A]}一∑{[c(n) (n) 

：A]}：C五一C 

式中， (n)为弧 n的始点； ，(a)为弧 a的终点。 

具有负容差的顶点被称为结构堵塞点。简单地 

说，容差就是某点所有出弧容量之和与该点所有入弧 

容量之和的差值。 

注：文中没有定义的术语及记号均同文献[10]。 

1．2 用不同的增广链算法求解 

1．2．1 FOrd—Fulkerson算法 

Ford—Fulkerson算法分为标号过程和增广过程， 

通过每次在所有的增广链中随机地找一条增广链进行 

增广。因为对顶点的标号顺序是任意的，所以用该算 

法求出的可增广链(若存在的话)也是任意的。如果经 

过一系列标号之后先选取增广链：S一 一 6一T，那 

么再经过一系列的标号增流得到此网络图的最大流为 

16；但是如果先选择增广链：S一 1一 4一T时，再经 

过一系列的标号增流过程得到的最大流为18。由此可 

知，正是因为这种任意性，不但会使计算量变大，而且 

有可能会得不到想要的最大流。 

1．2．2 Edmonds～Karp最短增广链算法 

Edmonds—Karp最短增广链算法对 FOrd～Fulker— 

son算法的修改实质上是对顶点的标号过程中采用了 

“宽度优先”策略，即“先标号先扫描”也就是对已标号 

的顶点扫描时，应先检查标号最早但未考察过的点，并 

对与该点邻接的所有未标号的顶点给予标号。因而可 

求得可增链是总长度最短的可增广链。它的主要思想 

是每次都沿着最短(即弧数最少的)增广链进行增广。 

但是用该算法算图1的时候还是会存在问题。在 

标号过程中标号顺序是 S， 1， 2， 3， 6， 4， 5，T，那 

么根据先标号先扫描的原则首先得到增广路为S一 

～  6一T，计算到最后可以得到最大流为16，因为与 

相邻的有 和 ，这两个顶点的地位是一样的，因此 

当标号顺序是 S， 1， 2， 3， 4， 6， 5，T时，首先得到 

的增广链是 S一 一 一T，同样的计算到最后可以 

得到最大流为 18。 

S T 

图 l 原 网络 图 

1．2．3 改进的一些算法 

“消链”算法是基于Ford—Fulkerson算法在求解 

网络最大流的时候需要经过多次的标号与调整的基础 

上受水流的启发，通过引入极大一致链的概念提出的 

一 种求解最大流的算法，它主要通过寻找容量网络中 

的极大一致链，并根据所得到的极大一致链对网络逐 

步地进行调整，避免了标号过程，大大降低了算法的复 
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杂度，加快了整个算法的执行速度，但是对于图 1该算 

法仍然不适用。同样增广链：S～ 一z，6一T与S～ 

】一 4—1、的长度相等，如果选择不慎，也将得不到结 

果。 

容差修正网络最大流2F算法是基于Ford—Fulk— 

erson算法对增广链的选取的任意性在搜索增广链时 

加入了对顶点容差的判定，即在多个未标号的未饱和 

弧中选取增广链进行下一步推进时，不再一视同仁，而 

是优先选取顶点容差为正的顶点。该算法增大了每条 

增广链的可增量，减少了选取的增广链的数量，提高了 

算法的搜索效率。但是对于容差为同正或者同负的两 

个顶点，例如图1中的顶点 与 它们的容差均为 

负，在选择 S— 1一 6一T与S一 】一 4一T中的哪 

条可增广链时也存在问题。 

此外，还有许多改进的算法，但是如果没有认识到 

长度相同的两条增广链如图 1中的 S一 一 一丁与 

S一 】一 4一丁有何区别，不知道先选择哪条增广链 

就有可能得不出正确的结果。 

2 新算法的思想及步骤 

2．1 算法的思想 

对于所有求解网络最大流的算法，它们的主要区 

别在于增广链的选取上，文中在现有算法的基础上对 

增广链的选取过程进行了一些改进，另外省去了标号 

过程，所有的步骤都可在一个网络图上完成。 

首先，由 1．2人们可以看出如果对增广链选取可 

能会得不到正确的结果。而 1．2中的问题主要是由顶 

点 1之后该先经过 4还是 6，按照结构堵塞点的定 

义 和 均为结构堵塞点，(对于当可行流同时遇到 

结构堵塞点和非结构堵塞点时是如何推进的请见参考 

文献[6])这里主要讨论当可行流同时遇到两个负容 

差的顶点即结构堵塞点时该如何选择， 和 唯一的 

区别在于它们的容差不同，其中 的容差为一4， 的 

容差为一12。虽然它们均为结构堵塞点，但是试想如果 

网络流先推进容差为 一l2的阻塞点 时，可能会由于 

出现出弧容量小于弧流量而需要减小前面增广流量的 

情况，甚至可能由于所有出弧都已饱和而终止增广过 

程。相反的，如果先流经相对结构堵塞点 容差大一 

点的 来说，只要 的入弧没有饱和，就完全没有网 

络流不流入 的出弧的可能。 

其次，为了寻找最短增广链，把容量网络 A(／’)中 

的所有顶点进行分层，当A(．厂)中存在("Us， )路(V 

∈ )时，可以求出从发点 到其余各顶点 的最短 

路的长矗(73 )。h( )就是 (关于 )的层数，即 为 

A )的第 (̂Vi)层顶点。A(，’)的第0层只有一个顶 

点 ，把顶点分层后 ，A(， )的弧又可以分为 3类： 

第 1类为从第 i层顶点到第 i+1层顶点的弧； 

第 2类为从第 i层顶点到同一层顶点的弧； 

第3类为从第 层顶点到第 层顶点的弧( <i)。 

在这里为了寻找最短增广链对于容量网络中的弧 

优先考虑第 1类弧，其次是第 2类弧，当然这个规定也 

不是绝对的，可以根据实际情况进行适当的变通。 

最后，在求解最大流的过程中，可以将可增容量直 

接标记到对应的弧上，当一条弧达到饱和时，就在所在 

的弧上画一个终止符“I I”表示该弧将终止增流。这样 

就可以在一个网络图上完成整个运算过程。 

算法的主要思想就是先将网络图进行分层，然后 

在各个顶点上标上对应的容差，按照容差的大小，优先 

选择路径最短且容差较大的可行流进行增广，并且将 

已经达到饱和的弧划去，直至不再存在可增广链为止。 

2．2 算法步骤 

求容量网络 G=(、，，E，C，f)中的最大流厂： 

步骤1：初始化有向网络，置初始可行流为0。 

步骤2：将容量网络G=( ，E，C，，)中所有的弧 

进行分层，并在每个顶点上方或者下方标上容差，其中 

发点 标“+oo”，收点 标“一oo”。 

步骤3：从源点 出发，判断是否存在一条到汇点 

的可增广链，若存在转步骤4，若不存在转步骤5。 

步骤4：寻找一条从 到73t的最短可增广链(即经 

过中间点最少的路径)，在选取相同层次的顶点时优先 

选取容差相对大的顶点，并将此增广链中对应弧的流 

量后面相应地标上“+ ”或“一 ”，其中： 

=min{rain (c 一 )，min f0} 
( · )∈“ ( ， )∈ 

确保每次的增流至少使一条弧饱和，并在饱和弧 

上画上终止符“l 转步骤 3。 

步骤 5：当不存在("Us )路时算法终止，求得网 

络最大流。 

3 算例与比较 

例题：求图1的网络最大流。 

解： 

(1)如图 2所示 ，将容量网络中的每个顶点均标上 

容差的大小； 

(2)根据在选择可增广链时优先选择路径最短且 

容差大的顶点，找到可增广链 “1：S—t，1一 一T，其 

中 1=9。由此得出弧(S， 1)饱和，因此在(S， 1)上 

画上终止符“I I，”如图 3所示； 

(3)同理可以得“2：S一 3～ 5一了、，其中 2=3， 

且弧( r，)为饱和弧，画上终止符“l 如图4所示； 
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(4)同理可以得 U3：S一 2一 4—7-,其中83=1， 

且弧(t T)为饱和弧，画上终止符“l l”，如图 5所示； 

(5)最后对可增广链 “4：S一733—735一 6一T进 

行增广，其中瓯 =5o这样弧(S，733)与( 3， 5)成为饱 

和弧，从而画上终止符“J J”，如图6所示。 

。． 

v4 

． 

-4 

+3 +3 

图2 在每个顶点标上容差 

-00 

T 

。 

‘ r4 v4 

． 

3 
-4 

L 

L  

- 00 

T 

+3 +3 

图3 选取增广链 U1并进行增广 
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v

1 2 
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+3 +3 

图4 选取增广链 “2并进行增广 

。． 

4 1 V4 10． 

-4 

． 

-oo 

T 

+3 +3 

图5 选取增广链 U3并进行增广 

可以看到，图6中不再含有从始点 s到终点丁的 

可增广链，因此算法结束，求得网络最大流 =9+ 

3+1+5=18。注：用此算法求解最大流可以直接在一 

个图上即可完成整个增流过程，如本题 中只用图 6就 

可标上整个运算过程。 

／＼  
。

． 

， 5 

一  

4，l 74 lo 9 ] 

4 ≤ 
8，3+ r， 3 

＼ ， 

图6 选取增广链 并进行增广 

下面简单地说一下用 F0rd—Fulkerson算法求解 

本例题(图略)。 

(1)首先，我们对图1的顶点进行标号，找到可增 

广链U1：S一口l一 6一丁，其中 1=min{∞，9，9，6}= 

6。对 U 进行增广； 

(2)其次，对增广后的图进行重新标号后可以得 

到可增广链 U2：S— 1一 4一T，其中 2=3，再对 U2 

进行增广； 

(3)同理，依次得到可增广链 U3：S一 2一 4一T， 

U4：S一"03一Z)5一丁，其中 3=4， 4=3。 

经过增广链 U4：S一 3一 5一T增广之后，可以看 

出不再存在(S，T)可增广路，算法结束。从而得到最 

大流 -咄 =6+3+4+3= 16。 

由此可以看出用 Ford—Fulkerson算法不仅步骤 

多 ，而且会由于可增广链的选取不慎得不到最 大流。 

用文中所列举的其它的增广路算法也是如此，另外用 

预流推进算法也存在同样的问题，在这里不再赘述。 

4 结束语 

文中是由一个常见的网络图所引出的问题进行讨 

论，从而在现有算法的基础上给出的算法。利用分层 

网络及容差的概念，在选择增广链的时候优先选择路 

径最短且容差较大的路径，避免了多次对网络的标号 

过程，而且将已饱和的弧画上终止符，这样避免了重复 

计算，把复杂的网络简单化，加快了整个算法的执行速 

度，既节省计算时间，又不易漏掉增广链，直观性强，计 

算方便，而且在整个算法过程中只需要画一个图就可 

以找出最大流，最后通过具体的算例比较验证了算法 

的效率和实用性。 
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